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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Книга эта возникла из курса, который я в течение 
ряда лет читал в Московском инженерно-физическом 
институте, но довольно сильно отличается от него: все 
вопросы изложены здесь значительно полнее. Основной 
материал, предназначенный для общего курса методов 
Монте-Карло, содержится в главах 1, 2, 3, 6, 7, исклю- 
чая мелкий шрифт. Предполагается, что читатель зна- 
ком с теорией вероятностей в сравнительно небольшом 
объеме, примерно соответствующем программе по выс- 
шей математике для втузов *). 

За последнее десятилетие сфера приложений методов 
Монте-Карло необычайно расширилась. Методы Монте- 
Карло используются для расчета задач физики (перенос 
излучения и вещества, ядерная физика, статистическая 
физика и др.), радиотехники, теории массового обслу- 
живания, теории надежности, химии, биологии, экономи- 
ки (оптимизация, управление, сетевое планирование и 
др.), теории автоматов, аэродинамики, гидрологии — 
перечислить все невозможно. В книге рассмотрены поч- 
ти все наиболее важные вопрссы, связанные с примене- 
нием методов Монте-Карло, и можно надеяться, что она 
будет полезна специалистам, использующим эти методы, 
независимо от области приложений. 

По мнению автора, современный курс методов Мон- 
те-Карло обязательно должен содержать хотя бы крат- 
кое изложение детерминистического подхода к методам 
Монте-Карло, так как использование так называемых 
детерминированных псевдослучайных чисел позволяет 
во многих задачах увеличить скорость сходимости 

(1/№1-= вместо 1//№), не нарушая структуры вычисли- 
тельного алгоритма. Этим вопросам посвящена глава 7. 
  

*) В лекции для инженеров-физиков следует включать также 
ряд вопросов из главы 5,
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Обычно преобразования случайных величин излага- 
ются как справочный материал: различные способы мо- 
делирования экспоненциальных величин, различные спо- 
собы моделирования нормальных величин и т. д. Вместо 
этого в главе 2 построена общая классификация преоб- 
разований, используемых для моделирования различных 
случайных величин. На первый взгляд принцип этой 
классификации может показаться формальным. Но пол- 
ностью его роль выясняется в главе 7 в связи с введен- 
ным в книге понятием конструктивной размерности алго- 
ритмов Монте-Карло. 

Нередко при изложении методов Монте-Карло много 
места уделяют способам решения задач линейной ал- 
гебры. Однако такие способы редко применяют на прак- 
THKe, где, как правило, используют более быстро сходя- 
щиеся численные методы линейной алгебры. Поэтому 
в главе 5 излагаются в первую очередь способы реше- 
ния линейных иытегральных уравнений; и лишь в $ 9 
этой главы как частный случай рассмотрены алгебраи- 
ческие системы. 

В главе 6 рассмотрены различные способы введения 
статистических весов. Эти способы позволяют, отправ- 
ляясь от естественного процесса, строить модели для 
расчета, более выгодные, чем имитация процесса (см. 
мелкий шрифт, стр. 9). Устанавливается связь этих 
приемов с методами вычисления интегралов и решения 
интегральных уравнений. 

Главы 4 и 8 выходят за рамки общего курса. В гла- 
ве 4 указаны наиболее интересные и, вероятно, наиболее 
перспективные направления исследований методов вы- 
числения интегралов, а в главе 8 рассмотрены некото- 
рые задачи других типов. Таким образом, эти главы 
как бы иллюстрируют возможности развития методов 
Монте-Карло «вглубь» и «вширь». 

Упражнения предназначены в первую очередь для то- 
го, чтобы сообщить читателю дополнительные сведения, 

Я пользуюсь случаем, чтобы выразить свою призна- 
тельность Н. Н. Ченцову, многолетний контакт с кото- 
‚рым повлиял на мои взгляды на методы Монте-Карло. 

И. Соболь



ВВЕДЕНИЕ 

0.1. Методы Монте-Карло. Общепринятого определе- 
ния методов Монте-Карло пока нет. Назовем методами 
Монте-Карло численные методы решения математиче- 
ских задач при помощи моделирования случайных ве- 
личин *). При таком определении приходится к методам 
Монте-Карло причислить некоторые другие методы, как, 
например, стохастические приближения или случайный 
поиск, которые по традиции рассматриваются отдельно. 
Однако специалисты, занимающиеся этими вопросами, 
нередко сами называют свои приемы методами Монте- 
Карло. 

В то же время в определении подчеркивается что: 
а) речь идет о численных методах (и конкурировать 

они могут с классическими численными методами, а не 
с аналитическими методами решения задач); 

6) решать методами Монте-Карло можно любые ма- 
тематические задачи (а не только задачи вероятностного 
происхождения, связанные со случайными величинами). 

Название «Монте-Карло» произошло от города Мон- 
те-Карло (княжество Монако), известного своим кази- 
но, ибо одним из простейших приборов для генерирова- 
ния случайных чисел служит рулетка. 

Официальной датой рождения методов Монте-Карло 
считают 1949 год, когда появилась статья под заглави- 
ем «Метод Монте-Карло» [159]. Возникновение метода 
связывают обычно с именами Дж. Неймана, С. Улама, 
Н. Метрополиса, а также Г. Кана и Э. Ферми; все они 
в 40-х годах работали в Лос-Аламосе (США). Необхо- 
димо сразу же подчеркнуть, что теоретические основы 
  

*) Можно добавить: «и статистической оценки их характери- 
CTHK»,
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методов Монте-Карло были известны значительно рань- 
ше. Более того, фактически такие методы не раз исполь- 
зовались для расчетов в математической статистике. 
Однако до появления электронных вычислительных ма- 
шин (ЭВМ) методы Монте-Карло не могли стать уни- 
версальными численными методами, ибо моделирование 
случайных величин вручную — весьма трудоемкий про- 
цесс. 

Развитию методов Монте-Карло способствовало бур- 
ное развитие ЭВМ. Алгоритмы Монте-Карло (как пра- 
вило, обладающие небольшой связностью) сравнитель- 
но легко программируются и позволяют рассчитывать 
многие задачи, недоступные для классических числен- 
ных методов. Так как совершенствование ЭВМ продол- 
жается, есть все основания ожидать дальнейшего раз- 
вития методов Монте-Карло и дальнейшего расширения 
области их применения. 

0.2. Общий курс методов Монте-Карло. Важнейший 
прием построения методов Монте-Карло — сведение за- 
дачи к расчету математических ожиданий. Более под- 
робно: для того чтобы приближенно вычислить некото- 
рую скалярную величину а, надо придумать такую слу- 
чайную величину & что МЕ=а; тогда, вычислив М№ 

независимых значений &),..., En вели- 
° чины & можно считать, что 

а (ИМ) (Е... +8»). 
Пример. Требуется оценить объем Уд 

некоторой ограниченной пространственной фи- 
гуры G 

Выберем параллелепипед П, содержа- 
щий С, объем которого Уд известен (рис. 1). 
Выберем № случайных точек, равномерно рас- 
пределенных в П, и обозначим через № коли- 

  

  

      e чество точек, попавших в С. Если М велико, 
_ ® то, очевидно, №’: М Ус :Ип, откуда полу- 

чаем оценку 
7 

Рис. 1. Ус = Уп(М№”/М). 

В этом примере случайная величина Ё равна Уп, если случайная 
точка попадает в С, и Ё равна нулю, если точка попадает в П— 0. 
Нетрудно проверить, что математическое ожидание МЁ= Ус, а сред- 

нее арифметическое 

(1/№) (+... + Sy) == Vg (NUN).
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Легко видеть, что существует бесконечно много слу- 

чайных величин # таких, что М&==а. Поэтому теория 

методов Монте-Карло должна дать ответы на два воп- 

роса: . 

1) как выбрать удобную величину Ё для расчета той 

или иной задачи? 
; 

2) как находить значения Е, Е, ... ПРОИЗВОЛЬНОЙ 

случайной величины §? 

Изучение этих вопросов и должно составить основ- 

ное содержание практического курса методов Монте- 

Карло. , 
Почти все методы, рассмотренные в настоящей кни- 

ге, основаны на расчете математических ожиданий. За 
рамками книги остались упомяпутые выше методы слу- 
чайного поиска (кроме простейшего) и стохастических 

приближений. 

Среди методов Монте-Карло можно выделить мето- 
ды, в которых полностыо воспроизводится модель рас- 
считываемого процесса. Такие методы иногда называют 
«физическими», хотя автору представляется более удач- 
ным другое название этих методов — имитационные. 
Имитация естественных процессов широко используется 
в самых различных областях науки, техники, экономики. 
Однако приемы имитации в каждой области свои, и под- 
робно излагать их более целесообразпо в специальных 

руководствах, а не в общем курсе методов Монте-Карло. 

Нет оснований считать, что имитация естественного процесса — 
это лучший способ для расчета этого процесса; скорее — наоборот. 
В самом деле, при имитации вычисляется вся информация о течении 
процесса; однако в реальных задачах, как правило, не нужна вся 
информация о всех величинах; поэтому естественно ожидать, что су- 
ществуют методы, в которых скорость расчета нужных величин по- 
вышается благодаря отказу от информации о ненужных величинах. 

Слово «численные» включено в заглавие книги, чтобы подчеркнуть, 
что здесь рассматриваются главным образом не имитационные 
методы,



ГЛАВА 1 

ПОЛУЧЕНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН НА ЭВМ 

В алгоритмах Монте-Карло фигурируют значения 
случайных величин с различными законами распределе- 
ния. Как будет доказано в гл. 2, для того чтобы вычис- 
лять значения любых таких величин, достаточно уметь 
находить значения какой-нибудь одной случайной вели- 
чины, ибо всегда можно подобрать такую функцию от 
этой случайной величины, которая имеет требуемый 
закон распределения. Поэтому‘мы сначала рассмотрим 
вопрос о том, как получать на ЭВМ значения одной, 
«стандартной», случайной величины. 

$ 1. Три способа получения случайных величин 

1.1. Случайные числа и случайные цифры. Как пра- 
вило, в качестве стандартной выбирают непрерывную 
случайную величину %, равномерно распределенную в 
интервале (0,1). Напомним основные характеристики 
этой величины: при 0<х< 1 плотность р. (х) = 1, а функ- 
ция распределения ЁР,(х)==х; математическое ожидание 
Му==1/2, дисперсия Эу== 1/12. 

Заметно реже в качестве стандартной используют 
дискретную случайную величину &, которая с одинако- 
вой вероятностью может принимать [0 значений 0, 1, 
2,..., 9. Распределение = задается таблицей 

(0 2... 9 
0,1 01 0,1... 0,1 

Мы будем называть величину Y случайным числом, 
а величину = случайной цифрой. Иногда з называют де-
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сятичной случайной цифрой, чтобы отличить ее от дво- 

ичной случайной цифры — величины & с распределением 

0 `) 
0,5 0,5/ 

Чтобы установить связь между | и а, разложим чиса 

ло 1 в бесконечную десятичную дробь: 

\ vo=O, 8182... 8»... (1) 

Последняя запись означает, что 
“1 

у = № вь. 10-*. 
м 

Теорема 1. Десятичные цифры бр...) бью... СЛУ 

чайного числа 4 представляют собой независимые слу- 
чайные цифры. Обратно, если в1,..., 8»... независи- 

мые случайные цифры, то Формула (1) определяет слу- 

чайное число. 

Доказательство. Если величина у равномерно 
распределена в (9,1), то в,== тогда и только тогда, 
когда 

0, 8} (.. ИС 0, 1 оо Ep— pt -- (), 0... 01, (2), 

г” 

причем #1, ..., 8 В (2) могут принимать любые зиа- 
чения 0, |1,..., 9. Так как длина каждого из иптервалов 
(2) равна 10- и интервалы эти попарно не пересека- 
ются, то 

9 

Pl== >} 10 *=10°"-10*=0,1; 
21...36 — | ==0 

сумма берется по всем иптерзалам, так что #1, ..., 8-1 
независимо пробегают значения 0, 1,..., 9. 

Пусть теперь 1<$<#. Рассмотрим вероятность од- 
новременного выполнения равенств Р {в,== в,=]. 
Очевидно, оба эти равепства будут выполнены тогда и 
только тогда, когда выполнено неравенство (2), и в то 
же время =,=7. Следовательно, 

9 

Pie, =i, & = j= > 10-* = 0,01. 
Я, +.» б5— |, Egle Losers в —1=0
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Точно так же Р{вь==й, ...,8,, =} =10-* и, таким об- 
разом, 

P {en, = th, ..., 8&2, = is} = P fee, = Gh... P le, = ish, 

а это означает независимость &+,, ..., 2». . 

Перейдем к доказательству обратного утверждения. 
Произвольное число х из интервала (0, 1) запишем в 
форме бесконечной десятичной дроби 

x=0, Q, Ao... Ap wr . (3) 

Если у<хХ, то в разложении (1) либо в. < а, либо в == 
—@1 И 82< ао, либо 1 ==а1, 82==а2 И #3< аз, ит. д. По- 
этому 

oo 

Piy< x} — a Р {= = @1, ..., 2—1 = @Е-—1, 8Е < а}. 

Так как по условию теоремы все &1,..., в, независимы, 
TO 

P{iy<x}= a P fe, = a}... P {ep—1 = Ag--1} P [x < ap}. 

Легко видеть, что Р{=,<а,} ==а,.10-', ибо зпачениями 
=, В этом случае могут быть 0, 1, ..., а,—[. Значит, 

Ра< = Х 410". 107 — = Х ago = х, 
==1 в -1 

и теорема доказана. 
1.2. О приближенных случайных числах. В вычисле- 

ниях всегда используют числа с конечным количеством 
десятичных знаков, поэтому вместо случайных чисел 1 

употребляют конечные десятичные дроби 1=0, в1... е„. 
Никаких специальных исследований по этому поводу 
мы проводить не будем: мы считаем, что здесь имеег 
место ошибка округления такая же, как при любых 
приближенных вычислениях. 

Отмелим одно простое свойство чисел у, которое теряегся при 
таком приближении *). 

  

*) В книге использованы следующие обозначения: Ц(х) — целая 
часть числа х (т. е. наибольшее целое число, не превосходящее 4), 
Д(х) — дробная часть числа х (т. е. Д (х) =х—Ц(х)).
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Теорема 2. Пусть в — произвольное целое положительное 
число. Случайная величина ц=Д(8у) равномерно распределена в 
интервале (0, 1). 

В самом деле, если х принадлежит интервалу (0, 1), то вероят- 
НОСТЬ 

8— 

Р(п<х} = SP{k<gy<k+4} = 
k=0 

g—l g--l 

= УР (<< еда = Уже =х, 
k=0 k=Q 

что и требовалось доказать _ 

Ясно, что приближенная случайная величина у=0, & ... г, не 

обладает таким свойством, так как при &==р2"”, где р — целое, 

A (gy) =9. 
Иногда вычислители пыгаются использовать цифры #1, ..., 8ь 

числа у для одной цели, а цифры 8 1,...› Еи— для другой. Теоре- 

тически такой прием вполне обоснован: из теоремы 1 вытекает, что 
одно случайное число Y эквивалентно бесконечной последовательно- 

сти случайных величин у: 

О, &1 ee 8, О, 21. +. 82д, 0, Cont eee 3 п eee 

Тем не менее его не всегда можно рекомендовать на практике: как 
мы увидим ниже, «качество» случайных чисел, используемых в расче- 
тах, проверяется с помощью специальных тестов; и нередко главные 
разряды — 81, #2, &з чисел у оказываются гораздо лучше проверениы- 
ми, чем более далекие разряды. 

1.3. Таблицы случайных цифр. Предположим, что мы 
осуществили М независимых опытов, в результате кото- 
рых получили № случайпых цифр 81, ..., к. Записав 
эти цифры (в порядке появления) в таблицу, получим 
то, что называется таблицей случайных цифр (см. 
стр. 295, где цифры объединены в группы только ради 
удобства чтения). 

Способ употребления такой таблицы весьма прост. 
Если в ходе расчета некоторой задачи нам потребуется 
случайная цифра &, то мы можем взять любую цифру 
&‹ Из этой таблицы. Если нам понадобится случайпое 
число 1, то мы можем взять из таблицы п очередных 
цифр и считать, что 1==0, &, 8,+1... 84,1. Выбирать циф- 
ры из такой таблицы в случайном порядке не обяза- 
тельно. Их можно выбирать подряд. Но, конечно, мож- 
но начинать с любого места, читать в любом направле- 
нии, использовать любой заранее заданный алгоритм
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выбора, не зависящий от конкретных значений цифр 

таблицы *). 
Все сказанное выше относится к «идеальной» табли- 

це случайных цифр и не вызывает никаких сомнений. 
Мы не будем подробно останавливаться на трудностях, 
возникающих при переходе к «реальным» таблицам, но 
отметим некоторые из них. 

Во-первых, изготовление хорошей таблицы — весьма 
сложное дело, ибо в любом реальном опыте всегда воз- 
можны ошибки. Например, для изготовления таблицы 
[166], содержащей миллион случайных цифр, была по- 
строена и тщательно отлажена специальная «рулетка» 
(с использованием электроники). Тем не менее после 
некоторого периода хорошей работы она стала выда- 
вать, как показала проверка, не равновероятные цифры. 
Таким образом, проверка «качества» таблицы абсолют- 
но необходима. Никакие априорные соображения о тща- 
тельности постановки опыта не гарантируют нас от 
ошибок. | 

Тесты для проверки таблиц случайных цифр рас- 
смотрены ниже в $ 3. Здесь только поясним, что прове- 
ряется частота каждой из десяти цифр, частота различ- 
ных соседних пар ит. п, 

Вторая трудность связана с «незаконностью» много- 
кратного использования одной и той же таблицы. Вы- 
числителей этот вопрос не очень беспокоит, так как 
интуитивно ясно, что таблицу можно повторно исполь- 
зовать при решении независимых задач (впрочем, что 
такое «независимые» задачи — не очень ясно). Возмож- 
ность использования одних и тех же случайных величин 
для решения целых классов задач доказана ниже в 
гл. 3, $4. | 

Наконец, отметим еще известный парадокс: в боль- 
шой таблице найдутся плохие участки. (Например, в 
таблице, содержащей 10100 цифр, вполне вероятно найти 

  

*) Таблицы случайных цифр очень удобны для осуществления 
случайной выборки. Пусть, например, требуется из 55 предметов ото- 
брать случайно 6 предметов. Занумеруем исходное множество пред- 
метов и воспользуемся таблицей со стр. 295. Рассмотрим пары цифр 
из таблицы: 86, 51, 59, 07, 95, 65, 15, 56, 64, ... и отберем предметы с по- 
мерами, оказавшимися в этой последоватсльности: 51, 07, 15, 
34, 23, 32.
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100 пулей подряд.) Очевидно, самостоятельное исполь- 
зование таких участков недопустимо. 

В настоящее время таблицы случайных цифр (или 
более разнообразные таблицы случайных величин) ис- 
пользуют главным образом при расчетах вручную; для 

расчетов на ЭВМ ими практически не пользуются. Oc- 

новпая причина этого — чисто техническая: внутренний 
пакопитель всех современных ЭВМ сравнительно мал и 
большая таблица туда не помещается; а обращение к 
внешним запомипающим устройствам сильно замедляет 
счет. Вторая причина — ограниченность объема сущест- 
вующих таблиц,— по-видимому, играет второстепенную 
роль: можно заготовить таблицу любого объема, если 
это потребустся. 

1.4. Датчики случайных чисел. Генераторами или 
датчиками случайных величин называют различные тех- 
нические устройства, вырабатывающие случайные вели- 
чины. Чаще всего для построения датчика используют 
«шумящие» радиоэлектронные приборы (диоды, тира- 
троны, газотропы и др.). Не вдаваясь в технические 
подробности, рассмотрим один из возможных способов 
построения датчика, вырабатывающего случайные дво- 
ичные цифры a. 

Нетрудно представить себе счетчик, который подсчи- 
тывает количество у флуктуаций напряжения шумящего 

At At 

Рис. 2. 

прибора, превышающих заданный уровень Ёу за фикси- 
рованное время ДЕ (рис. 2). Еше проще устроить счет- 
чик, который выдавал бы число у (тоа 2), т. е. 0 при 
четном у и | при нечетном у. Если вероятности появле- 
ния ди | в таком процессе равны между собой, то мож- 
но считать, что устройство вырабатывает случайную по- 
следовательность двоичных цифр.
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Если вероятиость появления нуля отличиа от поло- 
вины Р {0} =р=20,5, то можно ввести какую-нибудь схе- 
му стабилизации вероятности. Например, можно груп- 
пировать цифры парами и выдавать 0 при получении 
пары 01 и | — при получении пары 10, а пары 00 и 11 
просто опускать. Так как Р{01} =Р {10} =р(1—р), то в 
результате получим последовательносль нулей и единиц 
с равными вероятностями *). 

Обычно датчики случайных чисел содержат т гене- 
раторов описанного типа, работающих независимо, так 
что датчиком выдается приближенное случайное число 
y¥==0, си ...а„, записанное в форме т-разрядной двоич- 
ной дроби. Для случайных чисел отведена специальная 
ячейка в накопителе, и скорость генерирования их столь 
велика, что на каждом такте работы ЭВМ в этой ячей- 
ке получается новое случайное число. 

Применение датчиков случайных чисел свободно от 
тех недостатков, которые препятствуют широкому при- 
менению таблиц: не требуется места во впутреннем на- 
копителе и запас чисел практически неограничен. Тем 
не менее подавляющее большинство задач, решенных 
методом Монте-Карло, сосчитано без применения дат- 
чиков. Ибо датчики имеют свои, новые недостатки. Во- 
первых, числа, выработанные датчиком, нельзя воспро- 
извести. Это затрудняет контроль расчетов и делает 
певозможным счет на таких ЭВМ, на которых двойной 
пересчет является правилом **). Во-вторых, приходится 
содержать и эксплуатировать дополнительное устройст- 
во, которое требует ухода и регуляриой проверки «ка- 
чества» вырабатываемых чисел с помощью специальных 
тестов. 

Основные области применения датчиков — системы 
автоматического регулирования и аналоговые вычисли- 
тельные машины, а не методы Монте-Карло. 

1.5. Метод псевдослучайных чисел. Мы видели, что 
пригодность случайпых чисел определяется в конечном 
счете не процессом их получения, а тем, удовлетворяют 
  

*) К сожалению возможен также случай, когда вероятность р 
меняется во времени или зависит от предшествующих цифр, и тогда 
простые схемы стабилизации не спасают положения. 

**) Можно, конечно, запомнить все выработанные числа, но тог- 
да мы фактически будем использовать таблицу.
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ли они некоторым принятым тестам. Но в таком случае 

совершенно безразлично, как эти числа получены, они 

могут быть даже сосчитаны по какой-нибудь формуле, 

лиить бы они удовлетворяли тестам! 

Такая точка зрения иногда вызывает возражения, 

ибо, вычисляя числа по формуле, мы тем самым сразу 

отказываемся от их «случайпости». Любопытно, что та- 

кого рода возражения чаще высказывают нематемати- 

ки, хотя, казалось бы, математики должны более реши- 

тельно протестовать против нестрогости. Дело в том, 

ч10 математики лучше понимают, что слово «случай- 

пость», взятое выше в кавычки, использовано там не в 

математическом, а скорее в обыденном смысле. С точки 

зрения математика равиомерно распределенная случай- 

ная величина у—это абстрактное понятие; и только 
опыт может убедить нас в том, что какая-либо конкрет- 
ная последовательность чисел \и, \2,.,‚., м обладает 
интересующими пас свойствами независимых случайных 

чисел Y. 
Числа уу, \2,..., к, Которые вычисляются по какой- 

либо заданной формуле и могут быть использованы 

вместо случайных чисел при решении некоторых задач, 
называются исевдослучайными числами. 

Нередко считают, что тесты, приведенные ниже в $ 3, обеспечи- 
вают возможность использования проверенных случайных Или псев- 

дослучайпых Чисел в любых задачах. Это излишний оптимизм. В 
действительности каждый тест связан с каким-то достаточно широ- 
ким, но ограниченным классом задач (см. гл. 7, $ 4), и правильнее 

было бы говорить о таблицах, датчиках или псевдослучайных числах 
ля определенных классов задач *). 

Конкретная последовательность псевдослучайных чи- 
сел сходна с таблицей случайных чисел: ее можно один 
раз тщательно проверить и затем многократно приме- 
нять; все числа легко воспроизводятся; и запас чисел 
в такой последовательности, как мы увидим позднее, 
тоже ограничен. Однако метод псевдослучайных чисел 
свободен от главного недостатка таблиц: существуют 
простые формулы для расчета псевдослучайных чисел, 
eeewenreerne 

*) Любой реальный объект лишь приближенно описывается ма- 
тематическим понятием, и всегда можно указать задачи, в которых 
данпая математическая модель непригодна. Например, как бы акку- 
ратно ни была начерчена ирямая, при достаточно большом увеличе- 
нии опа превратится в волнистую или даже прерывную линию, 

З И. М. Сабедь.
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такие, что на получение каждого числа затрачивается 
всего 3—5 команд ЭВМ, а программа расчета занимает 
в накопителе лишь несколько ячеек. 

Подавляющее большинство расчетов методами Мон- 
те-Карло выполнено с помощью псевдослучайных чисел. 

1.6. Сравнение трех способов с практической точки 
зрения. Попутно с изложением методов получепия слу- 
чайных величин Мы рассмотрели некоторые их достоин- 
ства и недостатки. Остановимся еще на вопросе о быст- 
роте выработки случайных величин. 

При решении на ЭВМ большинства задач на полу- 
чение псевдослучайных чисел затрачивается гораздо 
меньше времени, чем на расчет самих задач. В самом 
деле, практика показывает, что в настоящее время ко- 
личество псевдослучайных чисел, используемых при ре- 
шении отдельных задач, как правило *), имеет порядок 
10*—10° и редко. достигает 108—107. Если на выработку 
каждого числа затрачивать 5 оперцаий, то на получение 
всех чисел уйдет не более 5.107 операций. На современ- 
ных ЭВМ, скорость которых равна 5: 105 операций в се- 
кунду, это составит не более 100 секунд. 

Используя датчики, можно организовать «сверхбы- 
струю» выработку случайных чисел, так как, присоеди- 
нив к ЭВМ ЁР датчиков, мы будем за один такт работы 
ЭВМ получать А случайных чисел. Однако выигрыш 
времени при расчете сложной задачи в указанных выше 
условиях окажется меньше двух минут. Так что, исходя 
из интересов методов Монте-Карло, не стоит гнаться 
за «сверхбыстрой» выработкой случайных величин *). 
Разумно требовать, чтобы скорость выработки была то- 
го же порядка, что скорость счета ЭВМ. Псевдослучай- 
ные числа этому требованию удовлетворяют. 

В табл. 1 перечислены достоинства и недостатки 
трех методов по шести признакам. Подчеркнем, что речь 
идет только об «эксплуатационных» особенностях, а не 
о «качестве» вырабатываемых чисел, которое должно 
проверяться во всех трех методах. 
  

*) Исключение составляют такие задачи, в которых огромные 
массивы случайных чисел подвергаются очень простой обрабогке. 
Но такие задачи выгоднее решать на специализированных машинах, 
а не на универсальных ЭВМ. К тому же, вероятно, для большинства 
таких задач можно придумать лучшие способы решепня...
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Из таблицы видно, что метод псевдослучайных чи- 
сел — самый удобный с практической точки зрения. Это 
подтверждается также всей практикой расчетов метода- 
ми Монте-Карло. , 

Таблица 1 

    

Метод | Достоинства | Недостатки 
  

Проверка однократная. |Запас чисел ограничен. 
Воспроизводить числа |Запимает много места в 

таблиц MO2KHO накопителе или мед- 
ленно вводится. 

Нужна внешняя память 

датчиков Запас чисел неограничен. | Проверка периодическая. 
Сверхбыстрое полученис. | Воспроизводить числа 
Места в накопителе не нельзя. 

занимает Требуется специальное 
устройство 

псевдослучай- |Проверка однократная. |Запас чисел ограничен 
ных чисел | Воспроизводить числа 

МОЖНО. 
Быстрое получение. 
Места в накопителе за- 

нимаст мало. 
Внешние устройства не 

| нужны         
  

Необходимо, однако, признать, что не все разделя- 
ют эту точку зрения. Некоторые авторы отдают пред- 
почтение датчикам, аргументируя тем, что: 

а) псевдослучайные числа вырабатываются медлен- 
нее и занимают место во внутреннем накопителе; 

б) не стоит расходовать рабочее время большой 
ЭВМ, когда можно использовать время небольшой при- 
ставки; 

в) а все-таки числа, вырабатываемые да®чиком, «слу- 
чайные», а псевдослучайные числа — нет... 

$ 2. Псевдослучайные числа 

Общей теории псевдослучайных чисел в настоящее 
время нет. О возможных путях построения такой тео- 
рии разговор пойдет в гл. 7. Здесь мы ограничимся из- 
ложением некоторых фактов, главным образом эмпири- 
ческого характера. 
Q*



20 ПОЛУЧЕНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН НА ЭВМ ГЛ 1 

2.1. Алгоритмы вида 1,..=Ф(4,). Большинство ал- 
горитмов, используемых на практике для получения 
псевдослучайных чисел, представляют собой рекуррент- 
ные формулы первого порядка 

. „+1 ==Ф (1), (4) 

где начальное число “о задано. Легко показать, что 
фупкция у=Ф(х), изображениая на рис. 3, не может 

у vt yA Uta) 
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Рис 3. Рис 4. 

породить хорошую последовательиость псевдослучайных 
чисел “1, {2,... В самом деле, если по настоящим слу- 
чайным числам построить точки с координатами (\1, Yo), 
(уз, \[4),...., ТО они равномерно распределены в единич- 
ном квадрате О0<х<1, 90<у< 1, в то воемя как соот- 
ветствующие точки, построенные по числам (4), 

(1, Ф(11)), (1» Ф(1з)), (15, Ф(15)),..., 
располагаются на кривой и=Ф(х). 

Следовательно, «хорошую» последовательность мо- 
жет породить только такая функция у=Ф(х), график 
которой весьма плотно заполняет единичный квадрат. 
Примером такой функции может служить функция и= 
=—=Д(2х) при очень больших @ (рис. 4). И действитель- 
но, эта функция послужила основой для ряда методов 
получения псевдослучайных чисел. 

Конечно, приведенное условие только необходимо, 
но далеко не достаточно для того, чтобы формула (4) 
порождала «хорошие» псевдослучайные числа. 

Другая важная черта алгоритмов вида (4)— то, что 
при реализации их на ЭВМ они всегда порождают пе-
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риодические последовательности. В самом деле, так как 
в коде любой ЭВМ можно записать лишь конечное чис- 
ло М чисел, заключенных между нулем и единицей, то 
рано или поздно какое-нибудь значение \, совпадает 
с одним из предыдущих значений \.. Тогда в силу (4) 

У е- == Yess при i=1, 2,... (5) 

Пусть L — наименьшее число, удовлетворяющее (5) 
при некотором / (1<[); множесиво чисел 4о, Уь...› Е 

L 
А wor nes “ 

L f+ L-1L 1+ 
LL It | 1 | — 

| \anememmmas, amine mio’ “eusenemmun, comamemas? L 

‘  f й 

rr
 

Е
с
 

о 

Рис. 5. 

называется отрезком апериодичности последовательно- 
сти (4), число Г — длиной отрезка апериодичности. а 
P=L—I— длиной периода (рис. 5). 

Очевидно, в рассматриваемом случае отрезок апери- 
одичности состоит из различных чисел. И обычно для 
расчета не рекомендуют использовать больше чем L 
чисел последовательности (4)*). Ясно также, что (< М. 

Для экспериментального определения Ё и Р можно рекомендо- 
вать следующий алгоритм. Выбирается целое число Т (в несколько 
раз меньшее, чем предполагаемое значение Г). Вычисляются подряд 
числа ус, уз, уз, ..., причем у, Ут, Ут, ... запоминаются, и все у; 

из отрезка рТ <= (р--!)Т сравниваются со всеми у, 7 т, ..., Тот: Как 
только окажется выполненным равенство 7; = иг. вычисляется 
длина периода Р=ьр—тТ и число = --РТ. 

Чтобы вычислить [, по числу 7\„_1)г вычисляется V(p—I)T +1, 
после чего считаются и сравниваются между собой две последова- 
тельности значений: $ „—1)т-; И Ут пт-ьыу при = ННЬ Н[2,... 
Не позднее чем при /=Е-Г произойдет совпадение этих значений. 
Если совпадение произойдет при /=у, то 2 = (р-ПТ-+ р. 

2.2. Некоторые конкретные алгоритмы. 
2.2.1. Первый алгоритм для получения псевдослучай- 

ных чисел был предложен Дж. Нейманом. Его называют 
  

*) Впрочем, использование [.--Р чисел, как правило, ни к каким 
осложнениям не приводит, особенно при решении сложных задач, ког- 
да маловероятно, что повторяющееся число будет вторично исполь- 
зовано для моделирования той же величины.
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методом середины квадрата (пи@4е-здиаге те®од). 
В этом методе число \»„ предполагается 2А-значным: 

Y¥n==0, С До ... Cop. 

Чтобы получить число \„.!, надо \„ возвести в квадрат 
7? — 0, Ь:6, eee bar 

и затем отобрать средние 2^А цифр этого квадрата: 

Yn41==0, Dna) D419 ... за. 

Нетрудно проверить, что этому методу соответствует 
функция 

Ф(х) = Д[10-^ Д (10% х?) ] 

пли, что то же, 

Ф (х) = 10-2 Ц[10%* Д (10* х2)]. 

Однако от метода середины квадрата вычислители 
отказались, так как в последовательностях, построенных 
таким образом, получается больше, чем гужно, малых 
чисел (см. ниже упражнение 4 гл. 1). Интересно, что 
при некоторых \о наблюдается вырождение последова- 
тельности, т. е. у,==0 при П> Ио. 

2.2.2. Наибольшее распространение получил алго- 
ритм, предложенный Д. Лемером, который называ- 
ют методом вычетов (residual method) uaH методом 
сравнений (сопогиепИйа! тео94). В этом методе Ф (х) == 
=Д(ах), т. е. 

и1==Д(8“»), (6): ) 

где © — большое целое число. 
Докажем, что если задать \о в форме несократимой 

дроби у,== то/М, где ть и М — целые числа, и М взаим- 
но просто с 5, то все |„ будут несократимыми дробями 
вида Ч,=т,/М, где числители т„ определяются фор- 
мулой 

Mngt=gm,(mod M). (7) 

Запись (7) означает, что т„.! равно остатку, получен- 
ному при делении ат, на М (или, другими словами, 
Maz) — это наименьший положительный вычет бт, по 
модулю М).
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Доказательство (по индукции). Пусть 7„ = тп/М-— не- 

сократимая дробь. Тогда у, =вт,/М. Из (7) следует, что вти==иМ-- 

--Т--1, где г — целое число. Легко видеть, что т„--| взаимно просто 

сМ В самом деле, если допустить, что у Туи М есть общий 

множитель — простое число й, тобт, должно делиться на h; Ho g 

делиться на Ё не может, так как & взаимно просто с М; поэтому 

должно делиться на Й число т„, а это противоречит предположению 

о том, члот,/М несократимая дробь. Итак, т„--; взаимно просго 

cMu 

Va+1 = Д (gm,/M) = I(r + m,,+)/M) = My» /M. 

На практике обычно используют формулу (7). Изу- 

чению последовательностей т, посвящено много работ. 

Методами теории чисел удалось исследовать длину от- 

резка апериодичности (см. упражнение о гл. [) и оце- 

нить некоторые величины, аналогичные коэффициентам 

корреляции между у и п=Ф(\), между ти == (Ф(1)) 

ит. п. Однако вопрос о пригодности таких псевдослу- 

чайных чисел в конечном счете решается обычными ста- 

тистическими тестами $ 3, т. е. эмпирически. При неко- 

торых (5, М, то) получаются удовлетворительные после- 
довательности, при других — плохие. (См. также гл. 7, 
п. 3.3.) 

Удовлетворительная последовательность псевдослу- 
чайных чисел получается, например, при &=5И, М==24?, 
йи=1 (2=Р==2); результаты статистической провер- 
ки этих чисел приведены в [171]. 

Обширная литература, посвященная методу сравнений, имеется 
в [69, 139, 140]. Рид статей с указанием недостатков метода перс- 

числен в [180]. 

2.2.3. В качестве примера нелинейного алгоритма, 

использующего некоторые особенности системы команд 

ЭВМ, рассмотрим алгоритм, предложенный автором 

книги для ЭВМ «Стрела». В этом алгоритме число „1 
получается из числа \„ тремя командами: 

1) число \„ умножается на большую константу 8; 

2) изображение произведения &“„ в ячейке ЭВМ 
сдвигается на 7 разрядов влево; 

3) вычисляется абсолютная величина полученного 
числа, которая и есть \„+! (при вычислении абсолютной 

величины число пормализуется).
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Удовлетворительная последовательность псевдослу- 
чайных чисел получается, например, при в==1017 и чо=1 
(L==87 835, Р=53 535); результаты статистической про- 
верки этих чисел приведены в [75]. 

Чтобы пояснить этот алгоритм, необходимо указать, что в ЭВМ 
«Стрела» числа представляются в нормализованной двоичной форме 

==зп х.т.2Р, где р==1--Ц (1ю22|х|) — порядок числа, а т — ман- 
тисса (0,5<=т<.1). Ячейка ЭВМ, в которую записывается число д, 

  

я М ГРЕЯ 
  

у } & у О”) 

м Mannycca 1 Hopaten 
JHE nan 
MOHMUCCAI MOPS. ML 

Puc. 6. 

состоит из 43 двоичных разрядов (рис 6). В ]{-м разряде записана 
величина ©, которая може! равняться нулю или. единице, и 

35 5 | | j 
11 = У, e;2 1, [pl = У e492’, 

j=l j=0 
591 х == (— 1), sgnp=(—1)"* 

(в двоичной записи 

1==0, €; Co... Cas, [2] == @37 @зз... 42). 

Если произведению gy, COOTBeETCTByeT AYeHKa [0, e1 eo... е42], то пос- 
e 

ле операции сдвига получаем [e7es... 40000000]. Абсолютная 
величина этого числа в двоичной записи равна Та —0, ез ео... @4». 

Нетрудно проверить, что в случае, когда размещение мантис- 
сы т и порядка р в ячейке ЭВМ другое, то же число „| можно 

получить из 6), с помощыьо двух или трех сдвигов и поразрядного 
сложения результатов этих сдвигов 

2.2.4. Для получения псевдослучайных чисел на различных ЭВМ 
используют весьма разнообразные алгоритмы, подобные изложенно- 
му в п. 2.2.3, которые иногда называют способами перемешивания. 
Сведения о них имеются в [19, 69]. К сожалению, описание алго- 
ритмов далеко не всегда сопровождается указанием количества про- 
веренных чисел и тестов, которым эти числа удовлетворяют, или хо- 
тя бы указанием работ, в которых имеются данные о таких про- 
всрках. 

Например, некоторое распространение получил трехкомандный 
алгоритм, разработанный Д И. Голенко для той же ЭВМ «Стрела». 
Однако позднее сам автор алгоритма обпаружил ([19], стр. 117), 
что получаемые этим методом числа плохо удовлетворяют одному из 
важнейших тестов — проверке пар.
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2.2.5. Из других алгоритмов вида (4) отметим попытки «улуч- 
шения» метода вычетов (6) путем рассмотрения функций вида 

Ф(х) =Д(р-+ ах) 

ИЛИ 

é omna(orS ea!) 
k=l] / 

где р — заданное дробное число. 
L Заметного распространения эти методы не получили. 

г 923. Оценка L для алгоритмов вида 1„..=Ф(у,). 
Для оценки длины отрезка апериодичности, характерно- 
го для последовательностей вида (4), можно воспользо- 
ваться следующей элементарной вероятностной моделью. 
Пусть имеется конечное множество, содержащее М раз- 
личных чисел. Произведем последовательность пезави- 
симых опытов, в каждом из которых из этого множест- 
ва извлекается и записывается одно число. Вероятность 
извлечения каждого числа в каждом из опытов равна 
1/№ (выборка с возвратом). Обозначим через L случай- 
ную величину: номер опыта, в котором впервые будет 
извлечено уже записанное число. 

Теорема 3. В указанной модели для любого х>0 

  

. — — 42/2 
limP{Li/VN< x}=1—e 7%", (8) 
№- со 

Доказательство. Обозначим записанные числа через уо, уь 
У>, ... Легко вычислить вероятность того, что Ё окажется равным п, 
где |< и=—< №: 

N—1 N-- 2 N—(n—1) a 

PUL = a) yyy 
так как 

P {yi yo} = (N—1)/N, 

Рэя У [У Vo} = (V — 2)/N, 

все Vor ore, Py N— —_ 

Г {t= F Yor ves Vn F Фи различны | ) ~ . 4), 

а вероятность того, что у, совпадет с одним из различных чисел 

У® Ув... уп!» Равна п/М,
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Фиксируем произвольное х>>0, и пусть ==Ц (х УМ). Тогда 

Р {Е<хУ М} = 

Е k 
я 1 2 n—I\n Sp won -- 

Легко видеть, чго 

"[(-#)-..(-°5=)]= (я) 

  

я /{ [2 п (п— 1) n? 

a [+ + yah .. = т (=). 
2—1 \ 

№2 

Tax kak n<k=O()V М), то п/М == ОПУ М); поэтому 

In (=) (2) -—B+ (75) 
и интересующую нас вероятность можно записать в форме 

  

ne 

ом 
PiL< ху} = м е (М Ио (МУ) 

ih
e 

п 

(9) 

Рассмотрим теперь разбиение интервала 0<{<х точками # 

=n/yN, roe n=, 2, . ‚ ® (рис. 7), и составим интегральную сум- 

му для функции #е— 2 по эго му разбиению: 

k 2 
—t,/2 п 

У е Г, [и 
n=l 

1) ew Xe y (x —¢,). 

Из неравенства ху М — 1<2<хИМ ВИДНО, ЧТО в=Е/У М-х при 

р # р. Ё 
1 i 12 | if 7 и 

0 gc Е 

Рис. 7. 

№ — со. Поэтому последнее слагаемое в этой сумме стремится при 
№ — со к нулю. и 

. — из п —t 
lim е пу2ам\ м = lim е п/ 

N+, aI 

2 

lalén — fn—1) = 
n=] 

x 
— ее =] — ea *7/2, 

0 

Отсюда и из соотношения (9) следует (8). Теорема доказана,
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Следствие. Так как математическое ожидание 
неотрицательной случайной величины с функцией рас- 
пределения | —е ^'” равно У л/2 то из (8) следует, что 
при Л’ -> oo 

ML ~ V (x/2) М. (10) 
Рассмотренная в настоящем пункте модель предложена в статье 

[75], там же получена формула (19), а теорема 3 доказана 
Л. Н. Большевым и Д. И. Голенко. Несмотря на грубость модели, 
оценки (8) и (10) оказались полезными во многих опытах, связанных 
со способами «перемешивания», когда теоретико-числовая оценка 
периода практически невозможна. В качестве М выбирается количе- 
ство возможных значений функции Ф(х) в конкретной ЭВМ; тогда 
можно ожидать, что длина отрезка апсриодичности окажется поряд- 

ка У(п/2)М. 
Например, в методе п. 2.2.3 на ЭВМ «Стрела» значение функции 

Ф(х) (до нормализации) записывается в форме 0, ев, ез...е4» значит, 
М= 235 и [^-2,3.108. На практике для ряда подобных алгоритмов 
были экспериментально обнаружены отрезки апериодичности длиной 
от 0,8 .10$ до 3,5. 108 

Замечание. В книге [19] параграф, содержащий теорему 3, 
называется «Критерий проверки периодичности последовательности 
псевдослучайных чисел». Однако по этому «критерию» судить о ка- 
честве псевдослучайных чисел нельзя. У некоторых вполне удовлет- 
ворительных последовательностей, полученных по формуле (6), дли- 
на /. гораздо больше, чем оценка (10) (фактически [,==0О(М)). В то 

же время некоторые последовательности с 2 =У (1/2) Мне удовлет- 
воряют ни одному из основных тестов $ 3. 

  

2.4. О более сложных алгоритмах. 
2.4.1. Вместо формул вида (4), представляющих со- 

бой рекуррентные формулы первого порядка, можно пы- 
таться использовать для получения последовательностей 
псевдослучайных чисел рекуррентные формулы по- 
рядка г 

»-.1 = Ф (Yns Yn-1y eos, Yn-r¢1)> (1 1)’ 

считая, что начальные значения “о, 11, ..., |,-1 заданы. 
Вероятно, длина отрезка апериодичности у такой после- 
довательности при г>>1 гораздо больше, чем при г== 1. 
Однако теорема, аналогичная теореме 3, даже для слу- 
чая г—=2 не доказана. 

В ряде работ рассматривались методы вида (11), 
орелставляющие собой обобщения методов пн. 2.2.1 u 

2.2: . 

1+1 == Д[10-^ Д (10^^ 4, 1-1) ]
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И 
Vutl = (p+ 21 ¥ntBovn-1t ... 9-41). 

Все же применяются такие методы редко. Наверно ком- 
пенсация за сложность этих методов по сравнению с ме- 
тодами вида (4) недостаточна. 

2.4.2. Для получения последовательности Yo, 41, ... 
можно одповременно использовать два алгоритма типа 
(4) с различными функциями Ф(х) и W(x): 

Ф (7,), если п=0 (modM), 

$ (у„), если п=0 (то@М). 

В счете по методу (12) почти все время используется 
формула 1„+1==Ф (1,), и только когда и кратно М, после- 
довательность «возмущается»: 1,1 = Ч (\„). Поэтому ме- 
тод этот, предложенный Д. И. Голенко, назван методом 
возмущений, а целое число М — периодом возмущения. 

Метод возмущений увеличивает длину отрезка апе- 
риодичности по сравнению с методом (4). Вместо оцен- 
ки (10) получается оценка (см. упражнение 6 гл. 1) 

ML~Y (n/2) NM. 

Однако необходимо предостеречь вычислителей от не- 
критического применения этого метода: качество всех 
используемых псевдослучайных чисел должно быть про- 
верено. Наблюдались случаи, когда по каждой из фор- 
МУл \.+1=Ф(1.} ИЛИ 1,1 =Ч9 (1,) вычислялись удов- 

летворительные псевдослучайные числа (с [= (л/2) №), 
а в реализованном по этим формулам методе (12) чис- 
ла оказались плохими: не проходил первый тест п. 3.2 

(несмотря на то, что [ было близко кУ (л/2) ММ). 

Voi = | (12), 

2.4.3. Рассмотрим рекуррентную формулу г-го порядка 

г—1 

б-р = У Cp%, 14 (mod 2), (13) 
k=0 

rhe €9= 1, a Bce остальные коэффициенты е; и переменные %, могут 
принимать лишь два значения — 0 или 1. Если начальные значения 
Go Qi, «-.&,_}, 3aaHbl, TO (13) no3sBOAeT NOCMeEAOBaTebHO BHIYHCAUT 

1 ,... Случай и==0,=...=4,_1 ==0 из рассмотрения исклю- 
чается. Уравнение (3) называется моноциклическим, если период Р ре- 
шения 0%, 01, ..., On eee равен P= ar —1.
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Нетрудно доказать, что все решения моноциклического уравне- 
ния имеют одну и ту же длипу периодз Р, и период их совпадаег с 

отрезком атериодичности. 
Пример. Уравнение „1. =, -- @&„--; (104 2) моноцикличе- 

ское Если задать начальные значения @==1, 1 == @2 = из==0, То по- 
лучим последовательность с периодом 15: 

100 010 011 00 111 100 O10 ...3 

если начать со значений @0==01 == @2== аз==1, то снова получим после- 
довательность с периодом 15 

111 100 010 011 010 1! 100 ..., 

которая лишь сдвигом номеров отличается от предыдущей. 
Уравнение & „14 = @„ -- “и 2 + %,4.3(mod 2) не моноцикличе- 

ское. Если начать со значений 0%0=1, а =02==093==0, то получим 
последовательность с периодом 7 

1000110 1000110 ..., 
а если задать начальные значения 00 ==41 = 42 ==0:==1, то получим 
последовательность, состоящую из сдних единиц. 

В статье Н. Цирлера [185], где исследованы важнейшие свой- 
ства уравнений (13), последовательности, порождаемые моноцикли- 
ческими уравпениями, называются М-последовательностями. Термин 
«моноциклическое уравнение» введен в [82]. В [176] описаны элек- 
тропные схемы, реализующие формулы вида (13); по этим схемам по- 
строены физические датчики псевдослучайных двоичных цифр. Ибо 
решения 0%, @1,..., и» +... Моноциклических уравнений во многих ог- 

ношениях ведут себя как двоичные случайные цифры (см. упражие- 
нне 7 гл 1). 

Например, формула 

91-31 = @, 1 “13 (тоа 2) 

порождает последовательности с 2[=Р=2\ —]. Проверка 600000 
цифр, получающихся при начальных значениях (0%, wee, @30) = {100 
101 100 111 110 001 101 110 101 0000), показала, что эти цифры удов- 
летворяют основным тестам п. 3.2, сформулированным применитель- 
по к двоичным цифрам (проверка выполнена Ю. Л. Левитаном). 

Однако если пз цифр 0%, а, ... :@,,... попытаться строить 
т-разрядные значения случайной величины у 

о =0, щ ... “и, 1 =0, т ++: бот, 

уг = 0, ‘п... Oy]? eee, 

то пригодность таких чисел, вероятно, окажется ограпиченной: ре- 
зультаты работы Р. Таусворта [172] дают основания ожидать, что 
эмпирическое распределение групп 

(То, ee ey Ys—1)> (v5) ..., Yos—1)> (Vos Pee, V3s—1)> eee 

будет близким к теоретическому только при выполнении условия т.5 и,
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$ 3. Статистическая проверка случайных чисел 

Мы видели, что случайные числа, полученные любым 
из трех рассмотренных в $ | методов, необходимо про- 
верить. Рассмотрим важнейшие критерии, используемые 
обычно для такой проверки. Все эти критерии необхо- 
димы для случайных чисел, но о достаточности критери- 
ев можно говорить, только ограничив класс задач, ко- 
торые предполагается решать с помощью проверяемых 
случайных чисел. Такая точка зрения будет развита в 
гл. 7, $ 4. 

3.1. Статистические критерии согласия 

3.1.1. Теорема К. Пирсона. Рассмотрим произ- 
вольную случайную величину Ё которая может быть 
одномерной или многомерной, дискретной или непрерыв- 
ной. Обозначим через Х множество возможных значений 
&. Фиксируем какое-нибудь разбиение множества Х наг' 
попарно непересекающихся множеств А\,..., А, таких, 
что 

Р{ЕеХ,} =р,>0 при ]=1,2,..., Г. 

Очевидно, Pit... р, =Р {ЕЛ} ==1. 
Выберем М независимых зпачений &1,..., &м величи- 

ны Ё и обозначим через у; количество значений, принад- 
лежащих X,; Легко видеть, что математическое ожида- 
ние Му, = №р, *). 

В качестве меры отклонения «истинных» значений у, 
от «теоретических» №р, удобно выбрать величину 

Г (vj — № 
w= Np; a (14), 

j=l 

Теорема. Каковы бы ни были исходная величина 
Е и разбиение Х=А,-|...-ЕХ, (такое, что все р,>0), 

  

*) Случайная величина У; подчиняется биномиальному закону 

распределения с Му, = Np, u Dv, = Np, (1 —р,). Севокупность вели- 
чин (уь..., №) подчиняется мультиномиальному закону распределе- 

ния: при А!--...-- А, =М№ 

NI k 
— — д г 

Pivy = fy, © Fy Vv, =F, }= ky! a Ry! Py coe Dy e
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при каждом х>0 

Пт ХР (м < х] = [,—, (® ах, (15) 
0 №-— со 

где плотность №„(х), называемая плотностью распреде- 
ления 5? с т степенями свободы, выражается формулой 
(рис. 8) 

km (x) = [2" °F (m/2)] 7 Pe”, 

3.1.2. Критерий согласия y?. Teopemy mpenpt- 
дущего пункта часто используют в статистике для про- 
верки гипотез о законе распределения случайной вели- 
ЧИНЫ. 

у 

012 

  

  

Фиксируем достаточно большую вероятность В, кото- 
рую будем называть доверительной вероятностью или 
коэффициентом доверия. Вероятность 1—В обычно на- 
зывают уровнем значимости. Теоретически в качестве В 
можно выбрать любое число 0<В<1. Практически же 
выбор В озпачает, что (в рассматриваемой задаче) мы 
считаем событие с вероятностью >В достоверным, а со- 
бытие с вероятностью <1-В невозможным при едипич- 
ном испытапии. 

Пусть теперь имеется конкретная гипотеза о законе 
распределения случайной величины Ё. В результате осу- 
ществления // независимых экспериментов были полу- 
чены № значений Ё, ..., Е» этой случайной величины 
(№ достаточно велико). Не противоречат ли эти М зна- 
чении нашей гипотезе? 

Чтобы ответить на этот вопрос, можно рассуждать 
следующим образом. Выберем какое-нибудь число ги
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разбиение множества возможпых значений Х случайной 
величины Е на г попарно непересекающихся множеств 
X==X,+...+X,. Исходя из нашей гипотезы, можно вы- 
числить вероятности р,=Р{Е=Х). Предположим, что 
разбиение выбрано так, что ‹все р;>0. Тогда по значе- 
ниям &1,..., &м Нетрудно вычислить величины \1, ...,\, 
(этот этап в статистике называют группировкой значе- 
ний) и по формуле (14) — величину 77, Если наша ги- 

потеза справедлива, то (при достаточно большом NV) 
эга величина достаточно хорошо подчиняется закону 
распределения х2? с (г—1)-й степенью свободы. Из урав- 
нения 

—
>
8
 

| (x) dx =|] — В 
2:7 1,1--В) 

можно пайти значение у2(г—1, 1—В), отвечающее фик- 
сированному нами уровию значимости 1—В (рис. 9). 
Если наше значение х*, <х? (7—1, 1—В), то этот резуль- 

тат не противоречит нашей гипотезе; если же YA > 

=: (7—1, 1—8), то, в со- 
Yh УД ответствии со сделапным 

ТТ соглашением, это означа- 
i ет, что наступило невоз- 

можное событие, и гипо- 
теза должна быть отбро- 
шена, так как она приве- 
ла к противоречию. 

po te Конечно, вывод этот 
a x n1-B & зависит от выбранной до- 

Puc. 9. верительной вероятно- 
сти и поэтому не носит 

абсолютного характера. Чаще других используют дове- 
рительные вероятности В=0,95; 0,99; 0,999; соответству- 
ющие уровни значимости |—В==0,05; 0,01; 0,001 называ- 
ют 54\-ным, 1%ф-ным и 0,1%-ным уровнями. Если 
52, >52 (7—1, 1—В) при В==0,95, то значение хх, называ- 
ют почти значимым, при В==0,99 — значимым, а при 
В==0,999 — высоко значимым (рис. 10). 

На практике широко используют таблицы распреде- 
ления 5? (см. стр. 293), в которых приведены значения 
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52—72 (т, Р) — кории уравнения 

( Rm (x) dx = P, (16) 
%? 

где, очевидно, Р=1—В. Если полученному в экспери- 

менте значению Хм При у 

п1=—1| отвечает в Таб- jy 

лице Р< 0,001, то это зна- 459 

чение Х2 высоко значи- 4499 + --------------- 

мо. Например, если при 
г==10 получено значепие 
12 =9,4, то по таблице 

flowma ЗЛИЧИИИх Boscono 
при девяти степенях сво- Moe "ЗНОЧеНИЯ | SHOMLIMDIE SHAY! 7 Px 4 | | боды находим, что | SUAMEHUA | SucOHUa 
oz 0,40; следовательно, по- Рая Ри РЯ 
лученное значение X%, до- рее ПИ: 
пустимо. Рис. 10. 

A у ар \ 
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3.1.3. Замечания о применении критерия х>2. 
а) О выборе разбиения. Если № заранее ограничено, то 

нельзя выбирать г слишком большим, так как тогда будут малыми 
величины /Лр; и пеустойчивыми значения У;. Обычно рекомендуют 
выбирать Л; так, чтобы минимальные Np; были не меньше чем 20. 

6) О больших г. В таблицах xy? число степеней свободы m 
обычно не превосходиг 30. При больших значениях можио использо- 
вать таблицу интеграла вероятностей (стр. 293), так как распределе- 

ние величины б==1252 —]2т близко к нормальному с параметрами 
5 a 

С P= | kn ilar wz OO) 

где г =У2х*—У2м. В [5] имеется таблица поправок к последней 
приближенной формуле.) 

в) О многократном применении критерия 52. Со- 
глашение о невозможности события с вероятностью =<1—В==Р спра- 
ведливо для единичного испытания. Если мы будем повторять наи 
опыт много раз, то (в среднем) для 100 Рф полученных значений Хл, 
соответствующие вероятности окажутся меньше Р (при условии, что 
гипотеза наша верна). 

г) В некоторых случаях гипотетическое распределение 
величины содержит неизвестные параметры а, ..., а; и эти пара- 
метры оцениваются по результатам тех же М испытаний (т. е. по 
значениям &, ,.., Ел). Тогда также можно использовать критерий 

3 И. М. Соболь
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\? для проверки согласия между значениями &, ...› м и гипотети- 

ческим распределением с подобранными параметрами. Однако пре- 
дельное распределение следует рассматривать с т==г—5—1 степе- 
нями свободы [44]. 

д) О «слишком хороших» значениях 72. Допустим, чго 
сосчитанное значение 15 оказалось столь малым, что соответствую- 

щее ему значение Р>>0,99 В этом случае значения &, ..., Ey Ha- 

столько хорошо подчиняются гипотетическому распределению, что... 
возникает сомнение в их «случайности». 

Как мы увидим ниже в гл. 7, для решения некоторых задач важ- 
но именно хорошее распределение значений (а не «случайность»), 
и такие «слишком хорошо» распределенные значения позволяют быст- 
рее решать эти задачи. 

3.1.4. Критерий 2. Рассмотрим одномерпую слу- 
чайную величину с функцией распределения Р(х). Вы- 

" gh у берем № независимых значений 
—- - В... м ЭТОЙ случайной вели- 

чины и построим эмпириче- 
скую (или выборочную) функ- 
цию распределения 

Ем (х) = 5 (х/М, — (17) 

17 — 

  

— 
| где Sy(x) равно количеству 

wy значений, меньших чем х. (На 
1 Ша „_ рис. И М=5). Так как 
на, & Ем (х) —это частота  собы- 

Puc. 1. тия {&<х} при М испытаниях, 
- ‚ а вероятность этого события 

Р{Е<х}==Р(х), то Км (х) сходится по вероятности *) 
к Е(х), когда N—- oo, , 

В качестве меры отклонения Рк(х) от Е(х) часто 
используют величину 

  

<>
 & 

о = М S [F (x) — Fy (x)}? dF (x). ‘(18) 

Теорема (Р. Мизес, Н. В. Смирнов). Какова бы 
ни была случайная величина ЕЁ с непрерывной функцией 
  

*) Последовательность случайных величин т, ..., Я, ... Схо- 

дится по вероятности к постояниой с, если при любом Ё>>0 вероят- 
ность Р {Му—с| 21} — 0, когда № -> ©,
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распределения Е(х), при каждом х>0 

lim P {ay < x} = a, (x), (19) 
№-+ со 

где функция а! (х} от Е не зависит. 
На этой теореме основан критерий согласия 62, по- 

зволяющий проверять гипотезы о фупкции распределе- 
ния одномерной непрерывной случайной величины &. 
Схема использования этого критерия точно такая же, 
как схема использования критерия 52: фиксируется до- 
верительная вероятность В; из уравнения 

a; (Xp) = 6 

находится соответствующее значение хв (рис. 12; таблни- 
ца функции а:(х) на стр. 293); по гипотетической функ- 
ции распределения Ё(х) и эмпирической функции рас- 

‘ 2 
пределения Py (xX) вычисляется ®м; если величина 

Wy D> Xp, то это означает, что наступило невозможное 

событие или, другими словами, напцта гипотеза привела 

  

    

             

У ЕЯ 
(он 1 |- - — 

. 7 . Gra (2) ; 

р 4/5 | — 
} 

Yi —! 

2/5 

| | 
—/5|- 

‚| > it | 14 > 
й Te 10 L el gal 1 #9 eu gl) L 

Puc. 12. Рис. 13. 

к противоречию. Конечно, предполагается, что количе- 
ство значений М достаточпо велико. 

По сравнению с критерием 52 критерий ©? имеет од- 
но преимущество: пе нужна группировка значений (и, 
стало быть, не надо вводить параметр г). Применять 
критерий можно обычно уже при №>>50. Однако, чтобы 
вычислить 06° нужно расположить значения Ё 1, ..., En 
в порядке возрастания: 

Ба) <)... Зам). 
3*
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(Такой ряд выборочных значений называется в стаги- 
слике вариациочным рядом). Если количество зпачений 
(т. е. М) превышает объем виутреннего накопителя ЭВМ, 
то расположение их в порядке возрастания представля- 
ет собой весьма трудоемкую процедуру. Из-за этого при 
очень больших М критерий 6? используют редко. 

Выведем теперь . формулу для расчега 0%). Во-первых, нетрудно 

проверить, что 
* —_ Е 

Fy (x) = k/N при Е) <х < (ВЕТ), 

где &=0, 1,..., М, и условно 8(0у=—°,5(м--1) = (рис. 13). Далее 
условимся для краткости писаль Ё, вмесго Р()). Тогда из (18) 
следует, что 

2 № Е). 
Oy e р 2 

у = у | Ё (х) — м dF (x)= 

PEE BS 
МОТ м = 

  

2—0 *=E(h) 

Noy , 
— (23 _ Fk 

= Sls (ha м (Ре FZ) + re (Fea — Fy) |= k=0 
Ml Fear ЕР РР 

~ > 3 oN N2 — 
k=0 

  

FL (k—\)Fa (R—1? Fa] 1 Ok — 1 — <4 — pee St ИИНЫ 
-|7- м то М: +78 м Е» |. 

Сумма первых двух квадратных скобок легко вычисляется. Послед- 
пие члены дополним до полного квадрата: 

2 N 
Ov 1 1 о k—N/2 [#—1/2\8 (Е—1/2\? 
тан УИ (т) (1) | k=0 

После несложных вычислений получим окончательную формулу, ко- 
торую удобно записать в следующем виде: 

N 2 

N™ 12N (fe) N . 
k=l
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3.2. Проверка таблиц случайных цифр. Для провер- 
ки таблицы случайных цифр в, 82, ..., 8м М. Г. Кеи- 
далл и Б. Б. Смит предложили использовать четыре 
теста. В каждом из них цифры классифицируются по пе- 
которому признаку и эмпирические частоты сравнива- 
ются с их математическими ожиданиями при помощи 
критерия 5^. Тесты эти: проверка частот (едиепсу 
{е5{) — проверяется частота различных цифр в таблице; 
2) проверка nap (serial {е${) — проверяется частота 
различных двузначных чисел среди пар 8,82, 82853, 
$354, ..., 8м-18м; 3) Проверка интервалов (ар {ез®) — 
проверяется частота различных иптервалов между дву- 
мя последовательными нулями; 4) проверка комбина- 
ций (роКег {е${) — проверяется частота различных ти- 
пов четверок (абса, aabc, aabb, aaab, аааа) среди чет- 
верок 81828384, 82838485, ... 

Большииство последующих авторов также использо- 
вали эту систему тестов, внося, однако, в нее некоторые 
изменения, среди которых отметим два. Вместо провер- 
ки интервалов обычно используют проверку серий (гип 
{е${): цифры #441, 8142, ..., 8вы образуют серию длины [, 
если Enel = 8142 — eee == Endl HO En F Engl 24-14-15 Sage Вме- 

сто проверки пар 8182, 8283, 838, ... преверяют незави- 
симые пары 8122, 8384, 8586, ... 

С. детерминистической точки зрения (она изложена 
в гл. 7) проверка частот и проверка независимых пар — 
важнейшие необходимые тесты. Проверка серий обоб- 
щает «критерий случайности», часто используемый в 
статистике [24]. И только проверка комбинаций носит 
несколько искусственный характер. Поэтому можно pe- 
комендовать в качестве основных использовагь следую- 
щие два теста. 

Первый тест (проверка частот и пар). Предполо- 
жим, что количество цифр №==2/\” четное. Цифры 8ь... 
.. вх разобьем на пары 8182, 8384,..., 8м-18к: Обо3- 

начим через у, количество пар й. Сосчитав матрицу 
(vis), OX, ]1<9, легко вычислить также величины 

о 
. 

Vij, Vp = У Viz, Vi == Vie ++ У.:. 
0 {==0 

Vi. =   

ТА 
> 

Смысл этих величин очевиден: у;. — количество цифр,
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равных р среди цифр &1, 83, #85, ..., 8м-1; №4 — количе- 
ство цифр, равных & среди цифр в, 84, ..., м; \; — 0б- 
щее количество цифр, равных 2. 

По значениям Vij, \ь Уь И %. можно сосчитать вели- 
чипы хХ2 для нескольких проверок. Самые важные сре- 

ди них (индексы М или №’ обычно не пишут): 

2 — 10 ( 

N = 

с 9 степенями свободы, соответствующая проверке ча- 
CTOT, H 

v; — 0,1N)? 

% 

100 9 

ti a> i, (viz — 0,014)? 

с 99 степенями свободы, соответствующая проверке пар. 
Кроме того, иногда вычисляют величины 

9 9 
] ] М (у — Г)? У —_ 1y2 

x = о = 0,1) И % 0,1; (У. 0,1), 

каждая с 9 степенями свободы: эти величины соответ- 

ствуют проверке частот среди цифр с нечетными и чет- 

ными номерами. 

Используют также критерий независимости строк и столбцов 
матрицы У: р, которому соотБетствует величина 

о en Vij вам У 
fod ViVi 
t,j=0 

с 81 степенью свободы [44] Впрочем, последиий критерий на прак- 
тике оказывается весьма близким к проверке пар 

Второй тест (проверка серий). Сосчитаем колн- 
чества и, серий длины {/ в последовательности цифр 

2, ..., 8х При [=1, 2, ,.., т, и Пусть Пт: — количе- 
ство серий с [> т--| (они объединяются в одну груп- 
пу). Обозначим общее количество серий через п== 

="... И» + Пи--" Величина yx? с т степенями сво- 
боды вычисляется по opens 

г 7 9 

—_ (п, — np,)? 4 (in 4 1 "Pn 1) 

ded ПР np, m+l1 =] 

  

где P=9-10-', Pm +1 = 107").
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Обозпачим через А случайную длину серии, начинающейся с 

цифры вв (Т. ©. 2+192,). Очевидно, pp P {(A=1} =P {epi y= 
о — = — — __ — . Ep tg. . 819,141} = (0,1) 10,9 =9.10—Ри от номера се 

рии Не зависит. Таким образом, каждая серия может с вероятностью 

р: иметь длину 1. Количество пусерий длины [ среди м серий под- 
чиняется биномиальному распределению и Уи; =10.. 

В качестве примера в табл. 2 приведено распределение по длипе 
серий, полученных при проверке № ==50 000 тисел в [75]. 

Таблица 2 
  

    

          

nt ny | He Trg 4 п 

Теоретические зна 40 500 4050 405 45 45 000 
чения 

> 6 и. 

эмпирические зна 453 | 40Ю 417 40 45 035 
чения 

п ~s me fe MI 4531,5! 4053,2 | 405,3 | 45,0 _       
По данным последних двух строк вычисляем ¥?= 1,39. pu m=3 

этому зпачению соотвегствует Р=0,71 

Дополнительные тесты. В качестве дополни- 
тельных тестов следует в первую очередь рекомендовать 
проверку частот независимых троек #3... 18зи+.28зи+з, затем 
четверок 844184428 4%4-384144 И Т. Д.— основания для такой 
рекомендации приведены в $ 4 гл. 7. Так как количест- 
во различных троек, четверок и т. д. весьма велико 
(103, 10%, ...), то подсчет всех типов групп имеет смысл 
проводить лишь для достаточно больших №. При мень- 
ших /^ группы можно объединять по различным приз- 
пакам. Например, при упомянутой выше проверке ком- 
бинаций четверки &,.:1...8.. классифицируются по 
количеству совпадающих цифр в группе (признак, на- 
поминающий комбинации при игре в покер). 

Во многих работах предлагаются различные допол- 
нительные тесты. Имеет место даже чрезмерное увле- 
чение такими тестами. Несмотря на справедливость 
принципа «каши маслом не испортишь», надо четко 
представлять себе, что все такие тесты только необхо- 
димы. Положительный результат любого теста означает 
только, что этот результат неё противоречит гипотезе



40 ПОЛУЧЕНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН НА ЭВМ гл 1 

о случайности цифр #1, ..., вх, но, может быть, какой- 
нибудь другой тест эту гипотезу опровергнет...*). 

3.3. Проверка псевдослучайных чисел. В качестве 
осповных тестов для проверки псевдослучайных чисел 
\, ..., “м используют те же тесты, что и для проверки 
таблиц: проверяются первые десятичные цифры &,= 
—=Ц(101,). Фигурирующая в первом тесте величина 
\; равна количеству пар (\2,-1, \2) таких, что 

0,1 ОНИ, бу. 

Более детальную проверку распределения чисел 

у, ...› 1» Можно осуществить с помощью критерия wo, 
Если расположить эти числа в вариационный ряд 

(1) < 10) =... м, 

то из (20) вытекает, что 

] Е — 1/2 
ON = НУ (5) 

Однако, как уже отмечалось в п. 3.1.4, при очень больз 
ших / построение варнационного ряда весьма трудо- 
емко. 

Естественно, что при проверке псевдослучайных чи- 
сел всегда используют различные дополнительные тесты 
для проверки последующих десятичных цифр 1». Иногда 
десятичные (или двоичные) цифры чисел 1, выделяюг 
и проверяют независимо. Конечно, лучше было бы ис- 
пользовать тесты п. 3.2 с более мелким разбиением, но 
уже при совместной проверке двух десятичных цифр 
пришлось бы вычислять матрицу (у) размером 100 
Х 100. Поэтому на практике ограничиваются более про- 
стыми проверками, и далекие цифры чисел \, обычно 
оказываются хуже проверенными. 

В пользу указанной системы тестов можно привести 
аргумент практического характера: в литературе, пожа- 
луй, нет примеров, когда числа, удовлетворяющие всем 
  

+ ‚ ) Более того, имея конечную группу цифр =, ... ел, всегда 
можно придумать такой тест, зависящий от конкретных значений 
81, ..., &м, который опровергает нашу гипотезу. Но не надо такие 
тесты придумывать_.., -
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тестам, оказались бы непригодными для решения коп- 
кретной задачи (в которой не предъявлялись повышен- 
ные требования к точности решения); есть, однако, при- 
меры неудачных расчетов с помощыюо чисел, которые 
не удовлетворяли одному из тестов. В частности, из-за 
того, что числа, упомянутые в п. 2.2.4, пе удовлетворя- 
ли тесту проверки пар, плохо моделировалось нормаль- 
ное распределение. 

Таким образом, строго говоря, разумность приведен- 
ной системы тестов — факт эмпирический. В действи- 
тельности эти тесты не гарантируют универсальной прни- 
‘годности чисел. Поэтому иногда целесообразно вводить 
дополнительные тесты, связанные с характером решае- 
мых задач. Впрочем, успешное решение нужной зада- 
чи — самая лучшая проверка случайных чисел. 

3.4. О проверке датчиков случайных чисел. Для про- 
верки чисел, выдаваемых датчиком, можно использовать 
те же тесты, что и для проверки псевдослучайных чисел. 
Особенность проверки датчиков в том, что проверяют- 
ся не те числа, которые используются в счете. Поэтому, 
кроме проверки «качества» выдаваемых чисел, должна 
еще как-то гарантироваться устойчивость работы дат- 
чика. 

Мы не будем останавливаться на технических спосо- 
бах контроля. Отметим только, что обычно расчет те- 
стов, вроде рассмотренных в пп. 3.2 и 3.3, проводят и 
до, и после расчета нужной задачи, если она не слиш- 
ком продолжительна во времени. 

3.5. О проверке больших массивов случайных чисел. Так как в 
расчетах часто используется не вся таблица, а только часть ее, TO 

имеет смысл проверить также части таблицы. Например, таблицу, 

содержащую № цифр, разбивают на $ частей по №! = №/5 цифр и про- 
веряют каждую из этих частей. Если $>>50, то вполне вероятно сре- 
ди значений XN,» соответствующих одному (какому-нибудь) крите- 

рию, встретить значение, отвечающее Р< 0,01. Это не означает, что 
вся таблица плоха: * просто данную часть не надо использовать как 
самостоятельную таблицу в расчетах, в которых требуется А/М, слу- 
чайных цифр. 

Можно проверить, согласуются ли $ полученных значений XN, 

с теоретическим распределением YX? для данного критерия. Такая про- 
верка нередко используется в качестве дополнительного теста. И 
с этой точки зрения ясно, что отдельные «плохие» значения LN, 
обязаны появляться, если гипотеза справедлива и $ достаточио 
велико.
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Некоторые авторы предлагают использоваль гакую проверку 
таблицы по частям вместо проверки таблицы как целого. К сожале- 
нию, это неверная рекомендация. Автору известен пример, когда 
500 000 цифр проверялись и как целая таблица и по частям: 20 час- 
тей по 25000 цифр. Все части удовлетворяли всем пяти критериям 

первого теста (п. 3.2), распределение полученных значений Хлу, для 

каждого из критериев хорошо согласовалось с теоретическим распре- 
делением У?. Однако весь массив из 500 000 цифр не удовлетворял 
ни одному*из критериев первого теста (причем для одного из крите- 
риев было Р<0,000011) 

Такому несколько неожиданному результату можно дать слс- 
дующее объяснение. Можно предположить, что рассматриваемая по- 
следовательность цифр имеет распределение, несколько отличающес- 
ся от равномерного, но для расчета по № цифрам такое отличие 
допустимо. Отсюда не следует, что это отличие по-прежнему будет 
допустимым для расчета, в котором используются М»М№, цифр. 
Наоборот, если увеличение количества цифр вызвано желанием уве- 
личить точность расчета, то ясно, что при достаточно большом № 
отличие это станет недопустимым 

Итак, к большим массивам случайных цифр (или чисел) предь- 
являются большие требования. Этот факт хорошо известен практи- 
кам: подобрать хорошую псевдослучайную последовательность, со- 
держащую 103— 10% чисел, гораздо проще, чем подобрать такую же 
последовательность, содержащую 105— 105 чисел *). 

Это следует иметь в виду также при проверке датчиков случай- 
ных чисел: пехорошо проверять датчик тестами, охватывающими 
103— 10* чисел, а в расчете использовать 108—107 чисел. 

Упражнения к главе 1 

1. Доказать, что коэффициент корреляции случайных величии 
vu n=AA(gy) np целом &>| равен 1/5. 

2. Как с помощью таблицы случайных цифр (стр. 295) модели- 
ровать последовательность независимых испытаний, в каждом из ко- 
торых вероятность наступления некоторого события А равна 
Р{А} = 0,752? 

3. Предположим, что количество V элементарных частиц, попа- 
дающих в детектор за время ДЁ подчиняется распределению Пуас- 
сона со средним значением Му=адДЕ Пусть &==у(т04 2). Доказать, 
что при а4Ё- со вероятности Р{&=0} и Р{Е=1} стремятся к 1/2. 
На этом принципе построены некоторые датчики случайных цифр. 

4. Рассмотреть случайиую величину = Д (5%?) с целым & и до- 

казать, что P{y<x}=x+Vx/g +0 (х/ М 2) при х>0 и © ->оо 
(К. Д. Точер [174]). 
  

*) Иногда высказывают мнение, что критерии %? или в? слишком 
жестки при очень больших №. Однако, как показывают формулы 

(27) и (30) гл. 7, именно постоянство 13) или @y регулирует упо- 

мянутое в тексте повышение требований к большим массивам слу- 
чайных чисел, если требовать, чтобы погрешиости, фигурирующие в 

этих формулах, убывали как 1/ У М.
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Из этой формулы следует, что xota P{y<x}—>x npn goo 

тем не менее при @=10* и х=10—* вероятность Р{1<10—*} = 2.10—*, 
что в два раза больше, чем при равномерном распределении. Так как 

алгоритм Ти--1 = Д (10^у2) близок к алгоритму середины квадрата: 

у произведения 2 отбрасываются Ё старших цифр слева, то этот 
результат в какой-то мере объясняет, почему в методе середины 
квадрата получается больше, чем надо, малых чисел. 

5. Доказать, что если М с & и М с ть взаимно простые, то из 
формулы (7) следует, что 

a) m,= g"my (mod М); 
6) AA MOCTeEHOBATebHOCTH Mo, M1,°°,m, BCerna L=P, 

в) длина периода Р равна паимсньшему целому корню сравне- 

ния 6” —1| =0(тоа М). 
6. Обобщить теорему 3 на случай метода возмущений (12). 

lim P{L/ VNM <x} =1—e* 2, 
М№М-со 

Указание. Предположить, чго при всех возможных аргумен- 
тах х функции M(x) uw Ф(х) не равны и использовать вероятност- 
ную модель п. 2.3. Роль Ё играет номер опыта, в котором впервые 
у1==\, <, и в то же время [, — {[==0(то4 М) (И. М. Соболь [79]). 

7. Доказать, что если последовательность @%, би, ...,@„... Уудов- 

летворяет моноциклическому уравнению (13), то при каждом $ та- 
ком, что |1<35=г, среди групп вида (%„›..., Я, 1) mpu Ons 

<Р —1 встречаются по 2" раз все возможные группы, состоящие 
из нулей и единиц, кроме группы (0, ..., 0}, которая встречается 
2—5 — | раз. (Н. Цирлер [185]). 

Указание. Доказать сначала это для $ ==. 
* 

8. В качестве меры отклонения Рм(х) от Р(х) (см п. 3.1.4) 
можио использовать величину 

* 

р =  зр | Fy (x) — F (x) |. 
—©<х<о 

Критерий Колмогорова, близкий к критерню 6? и в некоторых слу- 
чаях более удобный, основан на теореме А. Н. Колмогорова. 

Теорема. Какова бы ни была случайная величина & с непре- 
рывной функцией распределения Е(х), при каждом х>0 

lim P{YND <x} =K (x), 
№-> со 

«. 2,2 
где К(х) =1--2 У (—1)*e—?" xP 

k=1 

(Таблица функции распределения Колмогорова К(х) имеется на 
стр. 293 ) 

Доказать, что для расчета О можно использовать формулу 

k—1} | A = Е —~——|; |=-—F | В = max | (и) — W М — Г (5%) | 

   



ГЛАВА 2 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

В этой главе рассмотрены преобразования, позволя- 
ющие с помощью случайных чисел у вычислять значе- 
пия любой случайной величины & Такие вычисления 
называют моделированием случайной величины Ё или 
формированием реализаций случайной величины &. 
Впрочем, вычислители предпочитают их называть ра- 
зыгрыванием величины Ё. Владение этими преобразова- 
ниями необходимо каждому, кто желает овладеть «тех- 
пикой» применения методов Монте-Карло. 

Автор не старался изложить здесь максимальное 
количество рецептов для моделирования различных ве- 
личин — это сделано в специальной литературе (см. 
[19, 69, 111]). Упор сделан на изложение методов и их 
систематизацию. Впервые в основу классификации пре- 
образований положено количество случайных чисел, 
используемых при расчете одного значения &. Поначалу 
этот принцип может показаться несколько искусствен- 
ным, по в полной мере его роль выяснится в гл. 7. 

Некоторые из общих методов, наиболее важные с 
точки зрения практики, сформулированы в виде теорем, 
Замечания практического характера см. в п. 5.7. 

$ 1. Метод обратных функций 
(основной прием моделирования случайных величин) 

1.1. Моделирование дискретных случайных величин. 
Рассмотрим дискрезпую случайную величину & с рас- 
пределением 

( Ny № ... Xn (1) 

Pi Py «e+ Pa
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где р,.=Р {Е=х}. Для того чтобы вычислить значе- 
ния этой величины разделим иптервал О9<у<1 на 
интервалы A; такие (рис. 14), что дли- 

UA 
na A; papa fi. 

Теорема 1. Случайная величина Е, опредг- 
ленпая формулой j - 

Е=х, когда YEA, (2) 

имеег распределение вероятностей (1). г 
Доказательство занимает одну строку: 4 

|. 

д 
P{E=x)}—=P{yeA} = длина А, =р.. At 

м   
Для практической реализации формулы (2) Рис. 14. 

удобно в накопителе ЭВМ расположить подряд значе- 
HUST Ж1, №, ..., №, И Рь рр, РА-ЕР-НРз, ..., 1. Для 
того чтобы вычислить очередное значение Ё, находим 
очередное \“. Затем сравниваем \ с ри. Если у<рь то 
Е=,; если |>2рь то сравниваем у с р. -|р›. Если 
Y¥<opitpo, TO EX; CCIM YSPi+/P2, то сравниваем {с 

PitPet+Ps, HT. 2. 
1.1.1. Легко видеть, что в случае, когда & =х; (1<#<1-—1]), 

приходится осуществить { сравнений, и лишь в случае, когда = Xn, 

число сравнений равно п—1. Поэтому среднее число сравнений, 
затрачиваемых при получении одного значения &, равно 

| 

t= Sip, +(n—Il)p,. 
i=] 

Так как порядок значений Хх, ..., Хи в (1) произволен, то выгодно 

расположить их в порядке убывания вероятностей, т. е. так, чтобы 
р: р2>...22Р,. Гогда величина { будет минимальной (Ю. Г. Пол- 

ляк [69]). 

1.1.2. Расчет по формуле (2) заметно упрощается в 
случае, когда все зпачения х1,..., Хх, равновероят- 
ны: р1=... =р,==1/п. В этом случае многократные 
сравнения не нужны: так как А; — это интервал 
(i—1)/n<y<i/n, To ycnoBue {ЕА‚ равносильно усло- 
Buio i—Il<iny<ii, nau W(ny)=i—1. Bmecto формулы 
(2) можно записать, что 

E=x, где i==I1-+-H(ny).
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1.1.3. Теорему 1 легко обобщить на случайную ве- 
личину, которая может принимать бесконечную после- 
довательность зпачений х1, л, ..., Х,, ... И имеет рас- 
пределение 

f Х1 Хо eee Xn eee 

\ Pr Po +++ Bn 

В этом случае числа х„ и р, задаются формулами, и 
вычисление их при каждом расчете Е может оказаться 
весьма трудоемким. Тогда можио выбрать число по так, 
чтобы сумма вероятностей р,-|... -р„, была достаточ- 
по близкой к 1, и значения Xj, ..., Xn, И рь..., Рь 
заготовить заранее. Вычислять х; и р; по формулам при- 
дется только при #>1,, а это будет достаточно редко. 

1.2. Моделирование случайных событий. Моделирова- 
ние случайных событий сводится к моделированию 
дискретных случайных величин. Чтобы показать, как 
это делается, рассмотрим четыре задачи, в каждой из 
которых требуется моделировать последовательность 
одинаковых независимых испытапий. 

1.2.1. В каждом из испытаний может наступить или 
не наступить некоторое событие А, вероятность наступ- 
ления которого Р{А} =р задана. 

Рассмотрим случайную величину Ё называемую пн- 
дикатором события А, которая равна | при наступлении 

А и0 при наступлении противоположного события А. 
Распределение & задается таблицей 

\ 

| р} 
Согласно теореме 1 для осуществления каждого испы- 
тания надо найти случайное число '] и проверить нера- 
венство \<р. Если оно выполнено, то событие А в этом 
испытании произошло, а если ур, то нет. 

1.2.2. С испытанием связана полная группа попарно 
несовместных событий *) А;,..., А, и заданы вероятно- 
CTH P{A,} = p,. 

Для моделирования таких испытаний рассмотрим 
случайную величипу ЕЁ — номер наступившего события, 
  

*) Это значит, что сумма А, |... А» есть достоверное собы“ 

тие и Ар-А, = 0 при #52].
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Очевидно, распределение ЕЁ выражается таблицей 

|. 2... И } 

Pi P2 eee Pn 

Для осуществления каждого испытания надо выбрать 
случайное число \ и по теореме | разыграть значение &. 
Если Е=1 то произошло событие Д.. 

Пример. Столкнувшись с ядром атома урана, нейтрон может 
рассеяться, быть захваченным или вызвать деление ядра. Если через т 

> У У, обозначить соответствующие этим событиям сечения 
. о — кл _ взаимодействия, а через У; = У, ++ >, полное ссчение 

взаимодействия нейтрона с ядром, то вероятности трех возможных 
“ а sew к 7 ‚ . событий равны соответственно ИУ VAD # хи», Чтобы разыг 

рать «судьбу» нейтрона при столкновении, выбирают случайное чис- 
ло у; если у< Уи >’, то считают, что нейтрон рассеялся; если 

т Кл a 1 м к? “ Lo 

У/У= у <(>/)+( S/d), то нейтрон поглотился; если( У. / a 
— (>/У) =, то нейтрон вызвал деление ядра. 

1.2.3. С испытанием связаны два независимых совместных собы- 
тия А и В, вероятности которых заданы: Р {А} =рд, Р {В} = рр. 

Ввиду независимости событий А и В можно последовательно 
моделировать их наступление в каждом испытании: сперва по числу 
у: методом п. 1.21 определить, наступило ли событие А, а затем 
точно также по числу 2 определить, наступило ли событие В. 

Однако часто более экономен другой способ. Рассмотрим полную 
группу попарно несовместных событий, состоящую из четырех со- 
бытий: 

А, = АВ, А, = АВ, А, = АВ, Аа= АВ. (3) 

Вероятности этих событий легко вычислить: 

р1 = РаРв, Р.=Рд (1— ВВ), 

Рз = Рв (1 — РА), 2. = (1— РД) (1 — 9в). 

Следовательно, метод п. 1.2.2 позволяет, используя одно случай- 
ное число у, определить, какой из этих четырех исходов наступил в 
моделируемом испытании 

1.2.4. С испытанием связаны два зависимых совместных события 

А и В, и заданы вероятности РА} =Ррд,Р {В} =рь, Р {АВ} = Рдв. 
В этом случае также следует рассмотреть полную группу со- 

бытнй (3), только вероятности этих событий вычисляются иначе: 

Р1 =Рдв» В> = Рд—Рдв, Вз — Рв Рав? Ps = 1— Py— Ppt Pag. 

Впрочем, и в этом случае можно осуществить последовательное 
моделирование событий А и В, используя два случайных числа
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Vi, Yo. Сперва по числу у, (методом п. 1.2.1) определяем, наступило 
ли событие ДА. Если А наступило, то, зная условную вероятность 
P{B/A} = рав/Р д, можно по числу \2 определить, наступило ли со- 

бытие В: условием наступления, В служит выполнение неравенства 
\у2<Р{В/А}. Если же событие А не паступило, то наступление В при- 
дется разыгрывать с помощью условий вероятности P{B/A}, которая 

равна Р{В/А} == (Ррв— Рдв)/(1 — д). 

1.3. Моделирование непрерывных случайных величин. 
Предположим, что случайная величина Ё определена в 
интервале а<х<Ь и имеет плотность р(х)>0 при 
а<х<Ь. Обозначим uepes F(x) фупкцию распределе- 
ния &, которая при а<х<Ь равна 

x 

F (x) = | р (и) ам. 

Случай а= —сэ и (или) 6==со пе исключается. 
Теорема 2. Случайная величина &, удовлетворяю- 

щая уравнению. 

Е (Е) =1, (1) 

имеет плотность распределения р(х). 
Доказательство. Так как функция Ё(х) строго 

возрастает в интервале (а, 6) от Е(а) =0 до Ё(Б)=1, 
то уравнение (4) имеет единственный корень при каждом 

у (рис. 15). При этом равны 

  

      

91 вероятпости 
a P{x<E<x+dx} = 

ВЕ. ==. =Р{Р(х) << Е(х-ах)}. 

Fun [== И так как случайная вели- 
yo чина у равномерно распре- 

и | , делепа в интервале (0, 1), то 

Lit ___1; P{y<&<x+dx} = 
ое 8 B(e4-dx) —F (x) =p(x) dx, 

Рис. 15. 
что и требовалось доказать. 

В тех случаях, когда уравнение (4) аналитически 
разрешимо относительно & получается явная формула 
E=G(y) для разыгрывания случайной величины &, где
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G(y) — обратная функция по отпошению к у==Ё(х). 
В других случаях можно уравнепие (4) решать числен- 
по. Если объем накопителя позволяет, то удобно соста- 
вить таблицу функции С(иу), O<y<l, uw no Heh Haxo- 
дить значения 8. Ипогда удобио использовать таблицу 
функции Р(х), а<х<3Ь, ип находить значения & обрат- 
ной интерполяцией. О пекоторых приемах составления 
таблиц см. [8, 9, 90]. 

Пример Экспонпенциальная случайная Bells 
чина & определена при х№<х<‹® с плотностью 

—а(х— о), p(t) = ae 

Так как 
x 

F(x) = if ae MU ¥e) fy me | — eto), 
Xp 

то уравнение (4) примет вид 

1—4 -%) = у. 

Отсюда получаем явное выражение для расчета & 

§ =x (I/a)In(I—y). (5) 

1.4. Метод обратных функций. Теоремы 1 u 2 пред- 
ставляют собой частные случаи общего метода, который 
естественно назвать методом обратных функций (наряду 
с названием {пуегзе иисНоп$ те{о@ встречается также 
direct method). 

Рассмотрим произвольную случайную величину Ё с 
функцией распределения Ё(х)=Р{Е<х} (рис. 16, а). 
Обратную по отношению к Ё(х) функцию @ (У) опреде- 
лим следующим образом. Во-первых, дополним график 
функции у=Ё(х) вертикальными отрезками в точках 
разрыва до непрерывной линии у==Ёо(х) (рис. 16, 6); 
функция у=Ро(х), вообще говоря, неоднозначна. Эту 
же линию можно записать уравнением вида х==о(и). 
где функция Со(у) опять-таки не обязана быть одно- 
значной: интервалам постоянства ЁРо(х) соответствуют 
вертикальные отрезки’ Со(у) и наоборот. Положим 
С (у) =бС%(у) в точках непрерывности и С (у) = (у-0) 
в точках разрыва (рис. 16, в). | 

Построенная таким образом однозначная функция 
С (у) не убывает при 0<у< 1 и непрерывна справа в9 

4 И, М. Соболь
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всех точках *). Функции Ё(х) и С(у) связаны следую- 
щим свойством: С (у) <х тогда и только тогда, когда 
у<Е(х). Для доказательства этого свойства достаточно 
проверить, что каждое из двух неравенств С (у) <х и 

у<Е(х) означает, что 
д. точка (@(у), и) располо- 
te oy =Fia — жена на линии у=ЁКо(Х) 

| РН одновременно и левее и 
ниже точки (xX, Г(Х)) 

(рис. 17). 
Теорема 3. Случай- 

ная величина 

Е=0 (1) (6) 
имеет функцию распреде- 
ления F(x), 

Для доказатель- 
ства теоремы нужно вы- 
числить функцию распре- 
деления случайной вели- 
чины &  определеиной 
формулой (6): 

Р{Е < х} =Р {С (1) <х} = 
=P{y<F(x)}=F(x). 

То, что теорема 1 пре- 
доставляет собой частный 
случай теоремы 3, видно 
из сравнения рис. 18, на 

Г котором изображена функ- 
TT ция Х=0о(И), соответ- 

ствующая дискретной слу- 
f чайной величине, срис. 14: 

J ecun YEA; Ha puc. 14, To 

Рис. 16. Go(y)=*; на рис. 18. 
В условиях теоремы 2 

функция С(у) совпадает с обычной обратной функцией 
к Р(х) и уравнение (6) равносильно (4). 

    

  

      

&S Sy
 

  

*) Аналитическое определение: функция С (у) равна нижней гра- 
ни множества чисел х, для которых и<Е(х), т. е. 

@ (у) = Ш х. 
{ху<Е(х) }
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Заметим, что так как случайная величина 1—4 име- 
ет то же распределение, что 1, то в формулах (2), (4), 
(6) можно вместо “7 написать |—‘у. Следовательно, ука- 
занные способы моделирования не единственно возмож- 
ные. Иногда замена у на 1—y несколько упрощает фор- 
мулы расчета. Например, вместо формулы (5) можно 
использовать формулу 

§==Xo— (1/a) In y. (7) 
Итак, метод обратных функций позволяет записать 

формулы для моделирования любой случайной величи- 
ны &. Но нередко этот метод приводит к сложным или 

| 
   

   
   о

.
 

о
 

S
y
 

    f(t) +--- 

— _ А : 

0 byr by 

Рис. 17. Рис. 168. 

просто неудобным алгоритмам. Например, для того 
чтобы вычислять значения гауссовской (нормальной) 
случайной величины & с параметрами (0; 1), приходит- 
ся решать уравнение 

G 

— OO 

  

—
 

# 

a
t
t
 

| 
as
he
n 

ли
ни
 А

ни
но
, 

е
е
 

ч
е
т
 

    
1 
! 
| 
1 
| 
| 
| 

! 
1   4 о “бл 

    
+ 
i 
f 
| 
| 
| 
1 
| 
| 

4 

В таких случаях обычно прибегают к помощи других 
методов моделирования, связанных с другими преобра- 
зованиями случайных чисел \. 

1.5. Преобразования вида &=2(71). Попытаемся най- 
ти всевозможные функции &(и} такие, что случайная ве- 
личина 2(\) имеет функцию распределения Р (х). Для это- 
го необходимо и достаточно, чтобы Р{5 (1) <х}==Р(х). 

Введем единичную функцио 

е (2) — 0 при г < 0, 

| при 2>0. 
4*
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Так как плотность ру (и) =1 при О<у< 1, то 
1 

Pig(y) <x} = | р» (у) dy = | (x — g(y)) dy. 
Ави) <} б 

Таким образом, получаем уравнение, которому должна 
удовлетворять функция &(И):. 

1 

\e(x —g(y)) dy =F (x). (8) 
0 

Общее решение уравнения (8), по-видимому, неизвестно *). Од- 
нако легко указать частные классы функций &(и), в которых реше- 
пня существуют. Для простоты ограничимся случаем, когда модели- 
руемая величина & принимает значения в интервале а<х< в и име- 
ет плотность вероятностей р(л) >0 при а<х< 6. 

    

        
      

2 DA 
P=. 

b a0 : bh 
\ =) 

4 #7 

2 и 1 — ВИ \ 7 
£ ar } 

Рис. 19. Рис. 20. 

Пусть &(у) строго возрастает npn OMy<1l и #(0) =а, 8(1) =&. 
Тогда из рис. 19 видно, что е(х—в(иу)) =1 при 9О<у<й(х), где 
h(x) — функция, обрагная по отношению к &(иу). Из (8) вытекает, 
что 

h(x) 

F(x)= { dy=h(x). (9) 
0 

Переходя к обратным фупкциям, запишем, что &(и) равна С(иу) — 
обратной функции к Ё(х). Мы пришли, таким образом, к методу об- 
ратных функций &=С (1). 
  

*) Если моделируемая случайная величина & пепрерывна, то 
плотность ее р(х) =Р”(х). Дифференпируя (8) с учетом того, что 

Е’ (г) =6(г) — дельта-функция Днрака, получим вместо (8) уравнение 

(8(x—g(y)) dy = p(x). 
0
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Пусть теперь &(и) строго убывает при О<у<1Т и 8&(0) =Ь, 
5(1) =а. Тогда из рис. 20 видно, что е(х—в(и)) =1 при й(х) < у<1, 
и из (8) вытекает, что 

1 
F(x)= { dy=1—h(x). (10) 

h(x) 

Сделав замену переменной у=й(х), получим соотношение Р(5(и)) == 
=|— у, откуда &(у) =С (1—9). Таким образом, в этом случае 
&=0(1—у), и мы снова пришли к методу обратных функций с заме- 
ной у на 1—7. 

Эти же решения уравнения (8) можно получить для любой слу- 
чайной величины, если предположить, что @(у) обладает свойствами 
обратных функций С(и) в смысле п. 1.4. Помимо этих двух моно- 
тонных решений, существует бескопечное количество немонотонных 
решений. Однако используюлся они сравнительно редко. Пожалуй, 
единственный общий метод, основанный на использовании немоно- 
топных функций 9(у), это модифицированный метод суперпозиции 
Г. А. Михайлова, изложенный в п. 3.3.3. 

Прежде чем перейти к преобразованиям более обще- 
го вида, рассмотрим основные методы моделирования 
многомерных случайных величии. 

$ 2. Моделирование многомерных случайных величин 

2.1. Моделирование п-мерной случайной точки с не- 
зависимыми координатами. Если координаты п-мерной 
случайной величины (= (Ё, ..., Е.) независимы, то 
функция распределения 

Ео (м, у Xn) =F; (х!)... Е, (хи), 

где Р.(х:) — функция распределения величины &. Есте- 
ственно ожидать, что в этом случае можно моделиро- 
вать каждую величину &; независимо: 

Е. (Е:) = [==], 2, eery п, (11) 

re ¥1,..., Yn — He3aBMCHMbIe случайные числа. 
Действительно, так как \: независимы, то и &, опре- 

деленные формулами (11), независимы. Поэтому их 
совместная функция распределения равна произведению 

P {EL ох... д, = ПРЕ = 

= И Е: (X;) = Fg (м. coe » Xn). 
(=
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Пример. Случайная точка © с декартовыми координа- 
тами (51,...› Е.) равномерно распределена в п-мер- 

HOM параллелепипеде П={а:<х;<6; i=1, 2,..., a} 
(рис. 21 для n=2). 

Плотность вероятностей точки @ постоянна в П: 

с при (х1,.... х,) ЕП, 
Ро (%1 +.» Хи) = О при (х1,.... х,) ЕП, 

п 

где 1/с = И (2; —@;) — объем П (л-мерный объем). Интегрируя 
i= 

Ро по всем переменным, кроме х;, легко получить, что плотность Е; 

равна 
1/(6; —а;) при х; Е (а, b:)s 

р: (*;) = 0 b 

Следовательно, каждая из координат &; равномерно распределена в 

интервале а; < х; < 5;, и координаты эти независимы, 
Согласно (11) запишем уравнения 

F; (6:) = (6; —4;)/(8; — @;) = ¥), 
откуда вытекают явные формулы для расчета координат 

Е =а; +: (8; —а;), 1=1,2,...5 п. 

2.2. Моделирование п-мерной непрерывной случай- 
ной точки (с произвольными координатами). В об- 

  

2 щем случае, когда &, ..., &n 
зависимы, их совместную плот- 

д, |-=--- ность можно представить в виде 
Л произведения условных плотно- 

стей вероятностей этих величин: 

ро (^1, ...у X,) = 
      

    
(о Е- 

" == 1 (х!) 02 (х2| х1) з (хз[хь 2)... 
s, 

| ира (Хх. | М, +...» Хай). 
! | 

} | 

, ; ie Все условные плотности вероятно- 
* / ’ ``“ сти выражаются через совмест- 

Рис. 21. ную плотность ро(Х1,..., Л). 

Приводим выражения условных плотностей в общем виде; все 
интегралы беругся от — со до оо: 

ра (ж) = |... [ро 4... Чхн, 

ра (ха | жа) = [...| Ро@хз... Чх, [1 (1) 1,
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рз(Хз| Ха, ХФ) = f. . ‚рожа. .. хи [ру (х1) Py (Xo | x) IT, 

> ° e e ® ‘ e s ° 5 

Ри—1 (Xp—-1 м,..., X,—9) — 

= J Pads, [Ps (%1)-- Рио (Хао | Ха + из) 

Ра (Хи | Я. Я) — Во [21 (%1) 66) Py (Хау |+ и—2)]— 

Введем условные функции распределения 
x, 

1 

Fi(xilxy,..., %i-1) = | pilx| xX ,,..«, Xi-1) dx. 
— © 

Теорема 4. [ycro |1, ..., |, — независимые слу- 
чайные числа. Совокупность случайных величин Ё&, ... 
..., Е» МОоЛлУученных при последовательном решении 
уравнений 

Е, (61) = Yao 

Е» (Е, | 81) = Yes (12) 

Би (|... §n—1) = Vay 

имеет совместную плотность вероятностей Po(X1, ... Х»). 
Доказательство. Если значения Е ==х, ... 

..., Si-1==%i-1 Ффиксированы, то случайную величину &, 
с функцией распределения Р;(х| хи, ..., Х;.1) можно оп- 
ределить по формуле (4): 

Fi(E:{ x, ..., Xi-1) = Yi. 

Тогда вероятность неравенства х:< Ех. ах, равна 

Р{х.< Е < Нах хь, sees x;y} = Pp; (x;| x1, ...» М1) ЧХь 

Следовательно, с точностью до бесконечно малых более 

высокого Порядка вероятность совместного выполнения 

п неравенств равна произведению 

РЕ < -Рахь..., д< < х,-ах,} == 

—=Р{ << ж-нах}Р {4х << хо-Вах|==ж}... 

„< < х,-Нах,|==м, ..., би 1==Х,-1} == 

= Pi (X1) AX {Po (X_] x1) dXp... Pn (Xn |X, «22, Xn-1)dX,= 

== Po(X1, .-., Xn) AX... Хи 

  

и теорема доказана.
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Представление плотности ро(х1, ..., Xn) в форме 
произведения условных плотностей координат &, ..., En 
возможно п! способами. В частности, при п==2 

Po(X1, X2) =P1 (X1) Po (Xo | х1) == 2 (Х2) В! (м1 | №2). 

Разным произведениям соответствуют разные порядки 

разыгрывапия величин Ё1,..., Ев 
gh и, вообще говоря, разные урав- 

, нения (12). Нижеследующий 
м пример показывает, что иногда 
| ' удачный выбор порядка позво- 

Lo ляет упростить эти уравнения. 
| Если &,..., Е, независимы, 
| то все их условные распредс- 

ления равны безусловным 
о Ро (х1, ..., Xn) == (Хи) ...Р (Хх) 

и порядок разыгрывания вели- 
Рис. 29. ° чин роли не играет: уравнения 

(12) превращаются в (11). 

  

S
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Пример Рассмотрим случайную точку (&, п), которая может 
принимать значения в треугольнике x-+y<1, x>0, y>0 (pic. 22) 
с плотностью р(х, и) =6х. 

а) Выберем в качестве первой величины &. Тогда 

1—x 

Py (x) = | р (х, у) ау = 6х (1 —х) при 9 < хх 1; 
0 

Py (yl x)= p(x y)/pe(x)= (L—x)—-! при Оху<1—х. 

Соотвегствующие эгим плотностям функции распределения: 

x 

F, (x) = | pg (w) du = 3x? — 2x3 np 0<x<l, 

y 
Рад (их) =| py (v{x)du=y(l—x)—! при 0<у<1—х. 

0 

Из формул (12) получаем уравнения для последовательного вычис- 
ления & и! 

32—28 =у, ц=у2(1—8).
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6) Выберем теперь в качестве первой величины 1. Тогда 

1—9 

ри (У) = | р (х, у) ах =3(1 — у)" при О<у< 1, 
0 

ра (ху) = р(х, У) /ра (9) = 2х (1— у)? при О<х<1- у. 

Соответствующие функции распределения: 

k 

F, (y) = | Py (v) du=1—(1—y) при О<у<1, 
0 

РЕ (хи = [ра (Шу) 4и = 2 (1—9)? при О<х<1-— у. 
0 

Из формулы (12), используя 1 — у; вместо у, получим уравнения для 
последовательного вычисления Ци 6 

(I—y)*=y, P=y(l—n)?. 
Сравним теперь оба алгоритма для расчета & и 1: в первом из них 
для нахождения & необходимо решать кубические уравнения, в то 
время как во втором можно использовать явные формулы 

3-— —3-— 
Ч=1 Уф, Е=Ут ууу. (13) 

Замечание. Учащиеся часто допускают ошибку и вместо 
ро(х, и) = Ри) рз(у|х) пишут соотношение Ё о (х, и) = Ри(х) Е» (их). 
Однако последнее тождество неверно! В рассмотренном примере в 
треугольнике Ро(х, и) =3х?у, а 

3—2 ту FeO) FW) =e eH FW) Pye) =p   

2.3. Возможные обобщения теоремы 4. Важнейший 
вывод из теоремы 4 состоит в том, что моделирование 
многомерной случайной величины может быть сведено 
к последовательному моделированию ее координат. Фор- 
мулы (12) используют для этого метод обратных функ- 
ций. Но это вовсе не обязательно: в некоторых случаях 
формулы расчета окажутся проще, если использовать для 
моделирования случайной величины &; с условной плот- 
постью р:(х|Е,..., Ё-1) какой-нибудь из методов, рас- 
смотренных в последующих $$ 3, 4, 5. 

Например, из результата п. 4.1 следует, что вместо формул (13) 
можно использовать следующий алгоритм, в котором на расчет каж- 
дой точки (& 1) затрачиваются пять независимых случайных чисел, 
но зато не надо извлекать корней: 

9— тах (у; уз; Уз), 1=1— 0, $ = тах (ув; Ys).
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2.4. Использование замены переменных. Во многих 
случаях удается упростить формулы моделирования 
многомерной случайной величины путем удачного вы- 
бора координат. 

Правило преобразования плотности при пре- 
образовании координат Пусть Y;= B; (X1> +++» Xp), 

1—1, 2,... П, — взаимно однознаиное дифференцируемое отображе- 
ние области В в пространстве х‚,..., хи на область В’ в пространстве 

  

у,..., Уп. Если плотность случайной точки Q=(&),...,&,) @ B 
равна Ро(Хь..., п), то плотность случайной точки @’= (1... Пи) 

в В’, где ту = в: (Е1,. ++ Eq), равна 
д (х1,..., Xn) 

Por (Yrreees Y,) = Pa (X1) +++ X,) би, Yn) | 

    

в правой части х; должны быть выражены через уг, 

Доказательство. Пусть О’ — произвольная область внутри 
В’, а р — ее прообраз при рассматриваемом отображении. Очевидно, 
Р 

  

    

{бер} =Р{ '=Д’}. Го правилу замены переменных в интеграле 

п д (м... хи) 

P {QED} = | podt ... dx, = | Ро (у...) dy,...dy,, 
D D! п 

а по определению плотности Во, 

P(Q’eD’} = | Po (Yi vee Yn) dy,...dy,. 

dD! 

Приравнивая эти вероятности и принимая во внимание пропзволь- 
ность 0’, получим требуемый результат. 

2.4.1. Пример. Случайнаяточка © равномерно рас- 
пределена в шаре х?-- 2-22 < А?. 

Обозначим через &, (, 6 декартовы координаты точки @. Их сов- 
местная плотность распределения в шаре постоянна: ро (х, у, 2) = 

— [ (4/3) лК3]-'. Однако илотности распределения каждой из коор- 
динат достаточно громоздки (см. ниже п. 3.2.1). Поэтому перейдем 
к сферическим координатам (рис. 23): 

x==rsinOcosg, y=rsinOsing, z=rcos0. 

B HOBDIX KOOPAHHaTaX Wap MpeBpaliaetca B Napadnenenunen O<r<R, 
0<0<an, 0=—<ф-<2л. Так как якобиан преобразования 

д(х, у, г) [9 (г, 0, ф) ==? зп 6, 

То в НОВЫХ координатах плотность 

‚Ра (г, 0, Ф) = [(4/3) яз] "7? $п0.
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Легко видеть, что эта плотность представляет собой произведение 
трех плотностей 

Ро (", 0, Ф) = (37?В- 3) (2—' 5т 0) (2л)—1 

и, следовательно, сферические координаты го, Qo: Фо точки @ неза- 

висимы. Уравнения (11) для их нахождения можно записать так: 

r 0 . Фф 

. 3r2dr о sin 8 dO ° dp 

0 0 

Отсюда получаем широко распространенные формулы 
3 „— 

го = Кул, со бо =21, —1, Pg = 204s. (14) 

По этим значениям нетрудно вычислить и декартовы коордипаты 

точки Q: , 
Е =го $тбо с03 Фо, Ч =го то т Фо» 8 = год 60$ 0%. 

2.4.2. Пример. Выбор случайного направления в 
прсстрансгве. 

Обычно, говоря о «случайном» направлении, подразумевают 
выбор случайного направления в условиях, когда все направления 

  

    

    
Рис 23 Рис. 24. 

равновероятны (в противном случае должно быть задано распределе: 
ние вероятнос!сй различных направлений). Направление условимся 
характеризовать единичным всктором 

6 == 1 --/2-Е А, 

где or + oe + 98 =1. Нас интересует такой случайный вектор @, что 
для любого телесного угла Q 

Р{оеО} == 9/4л.
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Легко видеть, что если @ — случайная точка, равномерно рас» 
пределенная в шаре х?--у?--=? < К?, то направление ее радпуса-вск- 
тора обладает нужным нам свойством. Действительно, если Зи ®,— 
два равных телесных угла, то объемы соогветствующих им шаровых 
секторов равны (рис. 24), и вероятность того, что точка @ попадет 
в каждый из них, одинакова. Поэтому из (14) получаем формулы 
для выбора «случайного» направления. 

cos 0=2y, — |, p= 202. (15) 

Декартовы координаты векгора ® вычисляются по обычным фор- 
мулам: 

@, = cos pV1—cos?0, o,=sing VY1—cos?0, %, = с0$0. 

2.4.3. Пример [8]. Случайная точка @ = (&,..., &,) 
подчиняется п-мерному нормальному (гауссовскому) 
распределению с математическими ожиданиями М&,=а; и вто- 

рыми моментами M[(§;— a,) (§;— а;)|=6;. Определитель матри- 

цы В= (5;,} положителен: Ав>> 0. 
Плотность такой случайной точки выражается формулой 

Ро (м)... Х,} = —_пехр 1— — C..(x,— a; (x;— a; о (9.1%) = И бл yb, £1 (=) (= 4) 
где С = (¢;;) — матрица обратная, по отношению к В, а Ас —ее оп- 

ределитель. 
Как известно, линейным преобразованием координат можно 

привести положительно определенную квадратичную форму, стоя- 
шую в показателе, к сумме квадратов. Удобно при этом использовать 
векторные обозначения: если U = (и1,..., И) и = (91,..., 0.) — 

векторы, то их скалярное произведение 

ft 

(u, ) = Хи, 
i=] 

если С == (с) — квадратная матрица (1=<4 |<п), то ш=Си — это 
п " 

вектор с KOMNOHEHTaMH W, = > Си; квадратичная форма выра- 
a =l 

жается через скалярное произведение 

п 

У, Ci] (x; — 4;) (x; —4;)) = (Ce — 9), Xx — a). 

i {j=l 

Bpi6epem HOBbIe KOOPANHATh! Yy;..-3 Y,5 H NycTtb х—а==Ту. Тогда 

(С(х—а), ха) = (СТу, Ту) = (Т’СТу, у), 
где 7’ — транспонироваиная матрица Г. Последнее выражение обра- 
тится в (5, 0), если Г’СТ=Е — сдишяная матрица. Отсюда
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С = (Т’)Т-\, а В=С-!=ТТ°. Таким образом, матрица преобразо- 
вания Т должна удовлегвовять уравнепи!о 

ТТ’ == В. (16) 

Якобиан преобразования х=Ру--а равен определигелю матри- 
цы: 9(х)/9(у) =Аг. Из (16) следует, ч10(А 1)? = Дв, а так как 

В=С^\, то (Аг)? = (Ас)-1. Значит, 

0 (х)/д (у) = (Ас) "?. 
Теперь можно записать Плотность точки Q в новых координатах 

Ро (Yas +) Yn) = (20) 24 2 — П (2п) 2е 2 1 

i=! 

откуда видно, что новые координаты точки © независимы и нор- 
мальны с параметрами (0; 1). 

Итак, для того чтобы вычислить 
значения &1,..., &„, надо найти п не- 
зависимых значений б1,...,б„ HOp- 

мальной величины с параметрами 
(0; 1) —как это сделать, см. п. 3.2.2. 
или п. 4.4, и тогда 

E=Ttta. 
При практической реализации это- 

го метода единственнсе сложное ме- 
сто — расчет матрицы ТГ. Из теории 
матриц следует [64], что существует 
треугольная матрица Т = (1;;), удов- Рис 95 
летворяющая (16). Ecau npn j>i sce т 
t;j=0, то (16) превращается в систему, состоящую из п(п--1)/2 
уравнений 

  

NO 
ды 

Е =] 
tintin = Fy, 151515 п, 

и все {;, могут быть последовательно вычислены в порядке, схема- 
тически указанном в рис. 25. Матрицу С вычислять пе надо. 

$ 3. Преобразования вида &=5(%\1, Yo) 

3.1. Постановка задачи. Пусть И \2 — два незавн- 
симых случайных числа. По аналогии с п. 1.5 можно 
пытаться найти всевозможные функции &(х, У) такис, 
что случайная величина 2(Y1, Ye) имеет функцию рас. 
пределения ЁР(х). Так как случайная точка (%\1, 12) рав- 
номерно распределена в единичном квадрате 0<х< 1,
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0<и<1, то, повторяя рассуждения п. 1.5, получим для 
определения 2(х, И) уравнение, аналогичное (8): 

11 

\ {e(2—g (x,y) de dy = F (2). (17) 
0 0 

Мы не будем заниматься исследованием решений 
этого уравнения. Оно, по-видимому, более удобно для 
доказательства известных формул (см. п. 4.1), чем для 
получения новых. Вместо этого рассмотрим несколько 
методов построения преобразований вида E=g(y1, 12). 
Эти методы имеют много практических приложений. 

Во всех методах вместо одномерной величины & мо- 
делируется двумерная случайная величина (©, по значе- 
ниям которой нетрудно вычислить & Большой произвол 
в выборе распределения @ используется для того, что- 
бы ‘упростить формулы счета. В п. 3.2 плотность 
Ро(х, И) =ро(Г) зависит только от г, и моделируются 
полярные координаты точки @. В пи. 3.3 и 3.4 Е — это 
декартова координата точки @)= (&, 1), но сперва мо- 
делируется 1. 

3.2. Применение полярных координат. Допустим, что 
к случайной величине & которую надо моделировать, 
удалось подобрать случайную величину \ так, что плот- 
ность точки © с декартовыми координатами Ё и т зави- 
сит только от расстояния до начала координат 
г= Их: 

ре(х, и) ==с(т) при К = г<К.. 

Здесь 0<Ю,<Ю.= о. Тогда удобно моделировать по- 
лярные координаты точки @, а уже по ним вычислять &. 

Если х==с0$ ф, У=гз$ш ф, то якобиан преобразова- 
ния О(х, у) [9(г, ф) =г и плотность точки @ в полярных 
координатах равна 

Pol’, ф) ==гсС (г). 

Область изменения полярных координат точки @ — на- 
зовем их ри 0 — прямоугольник Rix<r<Ro, O<p<2n. 
Поэтому легко доказать, что опи независимы: 

Рь (г) =2лс(г), Ро(ф) = (21).
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По формуле (11) для вычисления фи 0 получим урав- 
нения 

> 

2л | гс (г) Ч=уь 9 (21) 1! = у». (18) 
a
S
 

Вычислив о и 6, нетрудно найти и декартовы коорди- 
наты точки Q: 

Е=0рс0$0, и=рз 6. 

3.2.1. Пример. Случайная величина & определена в интервале 

—Ю<х< В с плотностью р(х) =2 (п?) -П/Ю? — х2. 
Нетрудно показать, что $ представляет собой абсциссу случайной 

точки ©, равномерно 0 eo B Kpyre x2-+y?<R*. B camom 
деле, еслиро (х, У) Ю*)—1в этом круге, то 

УЕ:—х 9 

pe (x) = | Ро (Х, y) dy = FRE V/ R2—x? npu {x} < R. 

—VRI—x? 

Из формулы (18) при с(/) = (лА?)-1 Ri ==0, Rea=R nonyuaem saBuble 
формулы р=А Ут», O == 202. Таким образом, 

Если в этом примере сразу применить метод обратных функций 
для моделирования & то уравгение (4) Е(&) =у для нахождения § 
окажется весьма сложным: 

1 I ., Е Е 53 5 Е (Е) = a + aresin RT TR V R?—§? = y. 

322. Пример. Случайная величина & нормальна с 
параметрами (0; 1) 

| pe (x)= (2a) е*®", 0«ххо. 
Выберем независимую от & случайную BeAMYHHy N, также нор- 

мальпую с параметрами (0; 1), и рассмотрим на плоскости х, у слу- 
чайную точку @ с декартовыми координатами 6 и \. Очевидно, 

ра (х, У) = рь (х) ри (4) = (2л) —78, Оха. 
По формулам (18), где удобно вместо VI взять 1—\:, получим урав- 
нения 

р 

{red =I—Y¥1, 9 = 2ny., 
0 

так что р = V -2 |1 у1. Следовательно, 

= У — 2 In y, cos 2nyper n= VY —2Iny, sin 2nye. (19)
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Формулы (19), полученные в [107], позволяют по двум случай- 
ным числам у, и \2 сосчитать сразу два независимых значения слу- 
чайной величины 6. Если нужно лишь одно такое значение, то можно 
ограничиться одной из этих двух формул. 

Замечание. Если случайная величина & нормальна с парамет- 
рами (0; 1), то случайная величина 

Е=0&--а 

нормальна с параметрами (а; о). . 

3.3 Метод суперпозиции. Допустим, что функция рас- 
пределения Ё(х) интересующей нас случайной величины 
& представима в виде 

т 

F (x) = 2 Cele (x), (20) 
_ 

где все Ё,(х) — также функции распределения, а c,>0. 
Из (20) при х— со следует, что с1- ... +с»„==1. Следо- 
вательно, можно ввести дискретную случайную величи- 
ну 1 с распределением 

1 2 ... т 
3 

Cy Cy wee Ст 

Tak uT0 P {n=k} =. 
Теорема 5. Пусть |, и 2 — независимые случай- 

ные числа. Если по числу у: разыграть значение == 
случайной величины 1, а затем из уравнения Е, (ЕЁ) =\2 
определить &, то функция распределения & равна Е(х). 

Доказательство. Воспользуемся теоремой о пол- 
ной вероятности и вычислим функцию распределения 
величины &, построенной в теореме: 

Р{8 <} = 2 PE <x =k} Pin =f} = 

= 3 Fel) ce =F), 
что и требовалось доказать. 

Функции распределения вида (20) встречаются тог- 
да, когда мы имеем дело со смесью случайных величин. 
Например, если у нас всего № деталей, среди которых 
№ деталей с функцией распределения «времени жиз- 
ни» Р, (1), Е=1, 2,..., т, то фупкция распределения
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«времени жизни» для случайно выбранной детали равна 

т 

F(t) = 2 (ММ) Е» (0. 

Однако представление (20) часто придумывают искус- 
ственно, чтобы облегчить процедуру разыгрывания &. 

Метод суперпозиции был предложен Дж Батлером [110] и развит 
в работах [40, 58, 108, 109, 155, 156]. Возможность обобщения его на 
случай бесконечного числа слагаемых в (20) и на многомерные раз- 
пределения очевидна. 

3.3.1. Пример [110]. Случайная величина & опреде- 
лена в интервале 0<х<| и имеет функцию раепре- 
деления 

© 

F (x) = У c,x*, 

k=] 

где все с х>0. 
Мояи.о считать, что Р, (х) = х® при 0<х<, и воспользоваться 

методом суперпозиции. Из теоремы 5, используя теоремы 1 и 2, по- 
лучим формулу 

k—1 Ё 
Е если Ха<и< У есь юЁ =" 

(при А=| левую часть неравепства полагать равной нулю). 
3.3.2. Пример. Случайная величина & определена в интервале 

0<х<2 с плотностью 

5 
p(x) = 7g ll +(x — 14]. 

Если лля нахождения значений величины & воспользоваться Mes 
тодом обратных функций (4), то получим формулу 

(E—1)°+5§ = l2y—I, 
так что придется решать уравнение пятой степени. 

Можно, однако, представить р(х) в виде суперпозиции илотно- 
стей р! (х) =1/2 и po(x) = (5/2) (x—1)*: 

5 1 
p (x) = & Pi (x) + | Pe (%). 

На основании теоремы 5 получим следующий явный алгоритм для 
вычисления значений &: 

2, если ту, < 5/6, 

1 +9 2у, —1, если y, > 5/6. 

6 И. М. Собедь
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Следующая мопификация метода суперпозиции принадлежит 
Г. А. Михайлову [58]. 

3.3.3. Модифицированный метод суперпозиции. 
Оказывается при реализации метода суперпозиции можно ограничить- 
ся одним случайным числом у. 

Теорема 57. Если в условиях теоремы 5 по числу у разыграть 
значение |= случайной величины \, а затем определить Ё из урав- 

&—1 

нения Рь(Ё) =06, где 9= а cp то функция распределения Е 

j=l 

равна F(x). 
Для доказательства этой теоремы достаточно заметить, 

что Р(9<у|ц=А} = у, т е. 0 равномерно распределена в интервале 
(0, 1). Поэтому уравнение Р,(&) =0 определяет случайную величину 

с функцией распределения Е, (x) так же, как в теореме 5 *). 

В примере п. 3.3.2 величина @ равна (6/5) у при и=1 и 0 равна 
бу—5 при ц=2. Для & получаем формулу 

(12/5) y, если yp < 5/6, 

4 YT, ecm y > 5/6, 

которая выгоднее формулы п. 3.3.2, ибо не требует вычисления вто- 
рого случайного числа. 

Необходимо отметить, однако, что модифицированный метод бо- 
лее чувствителен к качеству псевдослучайных чисел, используемых 
в расчете: для успеха обычного метода важно, чтобы частота попа- 

дания псевдослучайных чисел в каждый из интервалов А, = 

k—l К 

= У с5х< У “| равнялась св; для модифицированного метода 

важно также, чтобы распределение этих чисел внутри каждого д ‚ бы- 

ло достаточно хорошим. 
Модифицированному методу суперпозиции соответствует преоб- 

разование вида &=5(\) с разрывной функцией (и), которую про- 
ще записать, если ввести функции Сь(у), обратные к Ёь(х): 

x k—} 

g(y) =G, ((*- У С; =”) при уеЕд,. 
j=! 

Проверим непосредственно, что эта функлия удовлетворяет урав- 
нению (8). Представим интеграл в виде суммы: 

1 т Е—1 

[е(— в (у) ау = У, е ‚6 (4% С с. dy. 
0 =1Ap j=! 

*) Негрудно доказать, что @ и ц независимы [68].
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k—l 

В Л-м слагаемом сделаем замену переменной и = У СЕН С; 
[-=1 

тогда Ль преобразуется в [0, |] п 

1 т 1 

J e(x — g(y)) dy = a с, J e(x — G, (2)) dz. 

Так как С, (г) <х тогда и только тогда, когда 2—< Fy (x), To 

1 1 
| e(x—G, (z)) dz = { e(F, (x) —z) dz =F, (x). 

0 

Следовательно, 

1 т 

| е(х — 5 (у)) ду = У, c,F, (x) = F (x). 
v— 

Тем самым мы получили новое доказательство теоремы 5’, 
Функцию g(y) можно сделать непрерывной, если использовать 

при нечетных А уравнение Рь(&) =60, а при четных А — уравнение 

Рь (&) =1—60. 
Заметим, наконец, что, в отличие от обычного метода суперло- 

зиции, Модифицированный метод не может быть так просто обобщен 
на случай мпогомерной случайной величины &. 

3.4. Метод интегральной суперпозиции. Рассмотрим непрерыв- 
ную случайную точку @ с декартовыми координатами & и 1 на плос- 
кости х, у. Если плотность @ равна р(х, и), то плотность & равна 

со 

рь (х) = | p(x, y)dy. 
om OX) 

Как отмечалось в п. 2.2, моделировать координаты гочки Q 
можно в любом порядке Воспользуемся представлением р(х, у) = 
=Py (Y)P_ (х|у} и будем сперва моделировать H, а затем &. Инымн 

словами, сперва найдем п из уравнения Р/(\)} ==уь а затем & — из 

уравнения РЕ(Е т) =. В тех случаях, когда последние уравнения 

решаются проще, чем уравнение (4) метода обратиых функций, та- 
кой алгоритм может оказаться выгодным. Вообще же метод инте- 
гральной суперпозиции используется сравпительно редко, главным 
образом тогда, когда плотиость рЕ(х) задана в форме интеграла по 

параметру. 
Пример [110]. Плотность случайной величины & при 0«<х< с 

пропорционёльна нитегральной показательной функции 1-го порядка 
("п>0) 

’ 

© 

ра (х) = п | у Пе Уи. 
i
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Так как здесь р(х, ¥) = ny~"e—*¥ , to 
со 

ра (у) = { p(x, y)dxany при 1<у<о; 
0 

pe (xly) = P(x, ¥)/P, (y) = ye ^9 при О<х< о. 

Соответствующие функции распределепия равны 

Fy (y)=1—y™",  Fe(xty)=1—e 9, 

Из уравнения Fy (n)=!—y, найдем ц==(у!) Ми: а из уравнения 

Fe(§]q) =1— y2 найдем &= — Чл у». Итак, 

Е = — (1) In yo. 

Замечание. Общий метод суперпозиции может быть описан 
сдной формулой 

Фо 

ра (<) = | py (x ly) dF, (y). 
m= OO 

Именно в таком виде он был сформулирован Дж. Батлером (сотро- 
Шоп теоа). Если случайная величина nN дискретна, то получаем 
метод п. 3.3, а если \ непрерывна — метод интегральной суперпози- 
ции. Однако в приложениях гораздо большую роль играет дискрег- 
ный случай. 

3.5. Некоторые приложения метода суперпозиции. 

3.5.1. Поправки к приближенным распре- 
делениям. Предположим, что плотность р(х) случай- 
ной величины Ё аппроксимируется снизу достаточно про- 
стой линией у(х), как это изображено на рис. 26. Оче- 
видно, в качестве приближения к р(х) можно выбрать 
плотность 

р1(х) =у(х) [сь, 
b 

где c=] у(х)4х, и находить приближенные значения 
а 

Е по плотности р! (Х). 
Можно, однако, представить р(х) в форме суперпо- 

зиции двух плотностей 

р+(х) =у(х) /с1 и рз(х) = [р(х) —и(х) ] [со, 

и получить таким образом метод для точного моделиро- 
вания &. Алгоритм расчета & по плотности р.(х) может 
оказаться весьма сложным; но на времепи счета это
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почти не скажется, ибо р2(х) будет использоваться очень 
редко:  Р{п=2}==с.==1—с, <. 

Итак, метод суперпозиции дает возможность учесть 
«поправку» р2(х), практически не увеличивая времепи 
счета, а лишь ценою усложнения программы (впрочем, 
обычно это весьма нежелательно). (Дж. Марсалья [155]). 

3.5.2. Дробление области определения слу- 
чайной величины. Этот прием иногда используют 
при моделировании случайной величины, плотность ко- 
торой резко различна в различных областях. 

      

              

YA 

Y= Pte 
Yh 

Yap) 

ум 
/ “ 

[ | 

0 a 7 т 

Рис. 26. Рис. 27. 

Пусть р(х) — плотность случайной величины & определенной в 
интервале а<х<Ь. Разобьем этот интервал на сумму непересекато- 
щихся интервалов А, так что (а, 6) =А,-+...--А п (рис. 27) и веро- 

ятности попадания & в А, положительны: ск = J ove dx >0. 
k 

Введем в рассмотрение плотности 
р (х)/ск при хЕД,, 

Pp (Xx) = 
0 mpu xg@éA,. 

Очевидно, с1--...-Ё Ст ==1 и при всех х из (а, 6) 

p(x) = cp, (x) +... He, p,, (x). 

Согласно теореме 5, для того чтобы найти значение & можно 
сперва по числу у! разыграть номер области ]=А, а затем вычис- 

. ЛИТЬ & из уравнения 

{ p(x) dz = cya, (21) 
a ke 

где а, — левый конец Ap.
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Легко проверить, что с точки зрения количества вычислений 
этот метод хуже, чем метод обратных функций. В самом деле, урав- 
нение (4) для нахождения & 

5 
J p(x)de=y 

a 

можно решать следующим образом: сперва найдем номер № такой, 
что 

Е—1 Е 

mS < Do (22) 

тогда это уравнение превратится в уравнение 

Е #—1 

{ p()dx=y— > Ci, (23) 
a j=1 

k 

решая которое и найдем &. Уравнение (23) проще, чем (21), и совпа- 
дает с уравнением модифицированного метода суперпозиции 
для рассматриваемой задачи. 

Положение может резко измениться в пользу метода дробления 
области, если вместо (21) использовать для моделирования & с 
плотностью рь(х), в Аь какой-нибудь другой способ. Правда, тогда 
на получение одного значения & будет затрачиваться больше двух 
случайных чисел. 

Метод дробления области применим также для моделирования 
многомерных случайных величин [19]. 

$4. Преобразования вида E=2(11, wey Yn) 

Мы ограничимся несколькими весьма разнообразны- 
ми примерами преобразований указанного вида. Во всех 
формулах \1,..., |, — независимые случайные числа. 

4.1. Извлечение корней из случайных чисел. Дока- 
жем, что значение случайпой величины &, определенной 
при 0<х<! с функцией распределения Р(х) =х”, мож- 
но вычислять по формуле 

Е==тах (11; ...у Yn): (24) 

Заметим сперва, что функция распределения случай- 
ной величины Ё=90(у1,..., \»,) равна F(x) Torna u 
только тогда, когда б(и,...,\») удовлетворяет ураь- 
нению 

1 1 . 

те (и — Е us 94) din «+ dn = F (2), (25)
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вполне апалогичному уравнению (8). Затем рассмотрим 
величину &, определенную уравнением (24). Так как 
тах (1; ...; И,) < в том и только в том случае, ког- 
да одновременно у!<х,..., И, <5х, то 

I 1 x x 

f---fea@ max y;) dy, .. Yn =f ... Гм... dn = x, 
6 60 l<i<n 0 0 

что и требовалось доказать. 
Если эту же случайную величину Е моделировать ме- 

тодом обратных функций, то, очевидно, 

Е=УУ. (26) 
Сравнивая формулы (26) и (24), приходим к выводу, 

что в любом алгоритме можно заменить извлечение кор-. 

ня из случайного числа взятием наибольшего из не- 
скольких независимых случайных чисел. 

На ранних этапах развития ЭВМ формула (24) часто использо- 
валась даже при п==2, так как извлечение корня осуществлялось по 

весьма громоздкой подпрограмме. Например, на вычисление 7 на 
ЭВМ «Стрела» затрачивалось 3--24==27 операций (3 операции — на 
расчет у), а на вычисление тах (у!; \у2) — всего 3-Н3--2==8 операций. 

Обобщение формулы (24) приведено в упражненин 
9 гл. 2. 

4.2. Моделирование гамма-распределения. Во многих 
задачах встречаются величины &“, определенные при 
0<х<с с плотностью вероятностей 

р»(х) = [(и—1) [-"-е- (27) 
где и>| — целое число. Закон (27) называется гамма- 
распределением *), так как 

со 

( xn-le-*dx =T (n) = (n — 1)! 
0 

(Встречаются также распределения (27) с дробнымип.) 
Метод обратных функций приводит к явной формуле 

для вычисления &“") только в случае п=] 

== 4. (28) 
  

*) Закону (27) подчиняются интервалы между событиями в 
потоках Эрланга (см. гл. 6, п. 1.3.1).
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Докажем, что при любом п значения &" можно вычис- 
лять по формуле 

В = —11(41 ... “н). (29) 

Доказательство (по индукции}. При п=1 фэр- 
мула (29) превращается в уже доказанную формулу 
(28). Допустим, что плотность величины (29) выража- 
ется формулой (27), и рассмотрим величину 

g(r) == —In(y, ... Yn+t) == EM) LEC) 

По известному правилу композиции плотностей незавни- 
симых слагаемых 

с © 

pant (x) = J pa(x—t) prt) dt = [ри де. 
— с 

Используем теперь индукционное допущение: 

x 

Penta (x) = [(n — 1)! | (х— 0" 1е- я = 

= [nl]-! xte—* = pag (X). 
Пример [56, 118]. Часто при неупругом рассеянии нейтрона 

ядрами энергия & рассеянного нейтрона представляет собой случай- 
ную величину с плотностью 

р (Е) = (Е/Т?) (ЕТ), 0c E< ow 

(это так называемый «испарительный спектр»; параметр Т зависит 
от вида ядра и от энергии нейтрона перед столкновением). Используя 
замену переменной Ё=Гх и формулу (29) при п==2, получим для 
расчета энергии после рассеяния формулу 

=—TIn(y: Y2). (30) 

4.3. Моделирование семейства биномиальных распре- . 
делений. Рассмотрим случайную величину &, которая 
подчиняется биномиальному распределению с парамет- 
ром р, т. е. при Е=0, 1,2,...,п 

Р{& =} = Сир" (1 — р)". (31) 
Это дискретная величина, и моделировать ее можно ме- 
тодом п, 1.1. 

Предположим теперь, что для расчета некоторой зз- 
дачи необходимо многократно моделировать распреде- 
ление (31) с различными значениями р, получающимися
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в ходе расчета. Вместо того чтобы каждый раз вычислять 
все вероятности (31), можно использовать следующий 
алгоритм, который представляет собой алгоритм моде- 
лирования п независимых испытаний (ср. п. 1.2.1): для 
каждого из чисел ‘1, .“.., \„ проверяется неравенство 
\:<р. Если это неравенство оказалось выполненным # 
раз, то &= [174]. 

Формулу, выражающую Ё через 41,..., \»„, можно 
записать в виде ~ 

B= 2 e(p—w)- 

4.4. Приближенное моделирование нормального (га- 
уссовского) распределения. Рассмотрим нормирован- 
ную *) сумму П независимых равномерно распределен- 
ных величин: 

—_— п 
3 co) Уз x (2y; — 1). (32) 

i= 

Согласно центральной предельной теореме Mpu n—-» oo 

Р {5 < х}- (2) f е-#/2 44. (33) 

Следовательно, по формуле (32) при достаточно боль- 
ших Ий можно вычислять приближенные значения нор- 
мальной случайной величины & с параметрами (0; 1). 

Асимптотика в формуле (33) устанавливается весь- 
ма быстро (на рис. 28 изображены плотности & и §), 
и поэтому на практике можно ограничиться значением 
== 12: 

12 
669 = > у: — 6. (34) 

(= 

Иногда ограничиваются в (32) лишь пятью слагае- 
мыми, но зато добавляют поправку, которая ускоряет 
сходимость распределения к нормальному: 

622 0,0155 [97- (5) ?] (35) 
  

*) Случайная величина о пазывается нормированной, если 
М\о=0, Дуь=1. Любую случайную величину \ с конечными Мл и 
Рц можно нормировать: величина о = (1 — Mn) /Dy нормирована,
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Носледние две формулы нередко оказываются удобнее, 
чем (19), так как расчет по ним возможен без обраще- 
ния к подпрограммам пи $11.     —^ 

J 

Gl   
Puc. 28. 

О поправках, ускоряющих сходимость, см. [4]. В [47] имеегса 
пример, при расчете которого пришлось использовать п==30. 

$ 5. Методы отбора 

5.1. Общая характеристика методов отбора. Предпо- 
ложим, что в т-мерном пространстве переменных 
У,...о› м заданы случайная точка @’= (nH, . ~~, Nm) 
с функцией распределения Ро,(у,..., И») и некоторая 
область В’. Рассмотрим одномерную случайную величи- 
ну & определенную формулой 

E=9(Q’) при @9’=В’. (36) 
Для расчета по этой формуле можно выбрать случай- 
ную точку @’ в пространстве; если О’еЕВ’, то вычис- . 
ляется &=9ф(0’); если @’В’, то точка @’ отбрасывает- 
ся и выбирается новая. Таким образом, при расчете по 
формуле (36) из случайных точек ©” с функцией распре- 
деления Ро, отбирают точки, принадлежащие В’, и по 
ним вычисляют &. Мы будем говорить, что формула (36) 
определяет метод отбора для моделирования & (в лите- 
ратуре встречается также термин «метод отказов», бо- 
лее соответствующий английскому выражению геесйЙоп 
technique). 

Эффективностью метода отбора называют вероят- 

ность отбора или, более подробно, вероятность того, что
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точка ()’ будет использована для расчета &, а не будет 
отброшена. Очевидно, эффективность метода (36) рав- 
на вероятности 

9=P{VeB}. (37) 
Выбрав М точек ©’, мы получим в среднем всего эМ 
‘значений &. Следовательно, на расчет каждого значения 
Е затрачивается в среднем 1/э точек О’. Ясно, что при 
малых э метод (36) становится практически неэффек- 
ТИВНЫМ. , 

Если на реализацию каждой точки ()” затрачивается 
п случайных чисел \1,...,\», где, очевидно, пт, то в 
среднем на одно значение Ё затрачивается п/э случай- 
ных чисел. В вычислительной практике (при моделиро- 
вании одномерных величин &) чаще всего встречается 
случай т=2 и п=т. 

5.2. Моделирование усеченных распределений. Рас- 
смотрим случайную величину 1, определенную в интер- 

) 

Basle A<ox<<b c nmoTHocThio p(x) (так что | p (x)dx =1). 
a 

Говорят, что случайная величина & имеет исечен- 
ное распределение р(х), если опа определена в интерва- 
ле (а’, 5’) < (а, Ь) и плотность ее пропорциональна р(х). 
Очевидно, 

— 

ps (x) = p(x) | J pax] > p(x); 
см. рис. 29, где а=а’=0, b=~, 

Если мы умеем вычислять значения NH, то значения 
& можно находить методом отбора: 

E=n, если \Е= (а, 5). (38) 

Эффективность такого метода равна 
b’ 

9 = | p(x) dx.’ 

5.3. Метод Неймана [163]. Этст метод очень часто 
используется на практике. Иногда все методы отбора 
называют методом Неймана.
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Рассмотрим случайную величину &, определенную на 
конечном интервале а<х<36 с ограниченной плотностью 

р(х) < с (рис. 30). 
$    

  

    
  

  

  

Рис. 29. Рис. 30, 

Теорема 6. Пусть 41 и ч.2 — независимые случай- 
ные числа и "=а-\!(6—а), 1’==С\2. Случайная вели- 
чина &, определенная условием 

E=6', если п’<р(Р’), (39) 

имеет плотность вероятностей, равную р(х). 
Доказательство. Во-первых, заметим, что точ- 

ка (, \"’) равномерно распределена в прямоугольнике 
а<х<6, 0<у<с (см. п. 2.1). Далее вычислим услов- 
ную вероятность: 

РЕ) РЕ <p ЕТ, 
Знаменатель последнего выражения — это вероятность по- 
падания точки (Е, 1”) под кривую и==р(х). Так как плот- 
ность точки (Ё’, 1”) постоянна и равна [6(6—а) ]-!, то 

b p(x) 

Pin’ <p )} = | ах | [c (b—a)]“! dy = [c (6b — а)]-". 
a 0 

  

Числитель равен вероятности того, что точка (Ё’, 1/) ока- 
жется под кривой и в то же время &’< 2: 

Р{# 2, 1 <р(#)| = 
z p(x) 2 

== | ах | [c (6 — a)]—! dy = [c (b6—a)] (р (х) ах. 
0 в
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Таким образом, получаем, что 

P{E<z}= | p(x) dz, 
a 

а это как раз и требовалось доказать. ` - 
Эффективность метода (39), согласно (37), равна вс- 

роятности попадания точки (Е’, п’) под кривую у==р(х), 
т. е. э=Р{\п’<р(Е)}. Последняя вероятность уже вы- 
числялась в ходе доказательства теоремы. Значит, 

э= [с(6—а)]-'; 
эффективность метода Неймана будет паибольшей, если 
выбрать наименьшее возможное с, т. е. положить с== 
= зир р(х). Впрочем, это очевидно также из геометри- 

a<x<b 

ческих соображений. 

Пример. Случайная величина & определена при —А<х<Ю 
с плотностью р(х) =9 (л?)-ЁРУ К? — х2. 

Согласно теореме 6 нужно выбрать два значения 1 и \2 и вы- 
числить &==А (2, —1) и п’=2(лЮ)-)уо; если 1’<р(Е), то Ё=Е,. 
Однако условие 1’<р() в данном примере выгодно преобразо- 

вать: оно равносильно условию y<V 1 — (2%, — №)*.После дальней- 
ших упрощений окончательно запишем: 

ЕЮ (2—1), если (2 —1)2<1— 2. 
Эффективность этого метода э=л/4. По сравнению с формулой 

E=RYy, cos 2my2, полученной в | 
п. 3.2.1, формула метода отбора про- у 
ще: не надо извлекать корень и вы- 
числять косинус. 

5.4. О некоторых обобщениях 
метода Неймана. Во многих ра- 
ботах рассмотрены самые разнооб- 
разные обобщения метода п. 5.3. 
(например, [73, 109, 110]). Боль- 7+ 
шинство обобщений, относящихся к 
моделированию одномерной случай 
ной величины & могут быть полу- [ = \ = 

\ 

  

  

    
чены из нижеследующих формул 
(40) — (41). 

Предположим, что нас интере- 
сует случайная величина &, опре- . 

деленная в интервале а<х< 5. › Рис. 31. 

Рассмотрим случайную точку @ == 
— (=, |’) с плотностью р(х, У) в 
полосе а<х<ь, — ®<у<о°, и кривую y=f(x), заданную при 

а<х<Ь (рис. 31). Определим метод отбора: 

&=Е, ели  1/<КЕ). (40) 

        aes
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Нетрудно вычислить плотность случайной величины &, определенной 
формулой (40): при а<2< 6 

Е (2) =Р {Е < 2} =Р {<< ЕЕ} = 

    

z f(x) 

[ах { p(x, y)dy 
P{e <2zwcre)} a  -o , 

Pin <i} 6 № 
| 4х | p (x, y) dy 
a — © 

продифференцировав по г, получим плотность 

f(z) b (x) 

ра (г) = | 5(2, и) ay | Sas J p(x, y) dy. (41) 
—-0o a —©O 

Если требуется моделировать случайную величину & с заданной 
плотностью P(x), то существует бесконечное количество способов 

выбрать р(х, и) и {(х), удоглетворяющие (41). 
5.4.1. Сперва рассмогрим частный случай, когда & и ny’ незави- 

симы: р(х, и) = pe’ (X) Pn’(y). Тогда из (41) вытскает, что 

(2) b (x) 
рь (2) = рь, (2) | ру’ (у) 49 / {per (x)dx [ py (y)dy. (42) 

Последняя формула записывается более коротко, если ввести функ- 
цию распределения величины \’, равную Fat (y): 

b 

Pe (2) = ры (2) Fay (F (2) / f Per (0) Fy (f (0) de. 

Итак, если muo0THocTb Pz (*) моделируемой случайной величины & 

представима в форме произведения 

Pe (x) = Rpg, (x) Fy! (7 (x))s 

где А — постоянная, то & можно моделировать по формуле (40), 5 
которой & имеет плотность Pe(x), a 1’ — функцию распределени; 

Е, (и). n , 

5.4.2. Предположим дополнительно, что 0<}{(х) <с, и выберем 
случайную величину 1’, равномерно распределенную при 0<у<с. 
Тогда ру’ (у) = Шс и из (42) вытекает, что 

Pe (2) = Per (2) f (2) / i per (x) f (x) de. 

Следовательно, если плотность Pe (х) моделируемой случайной 

величины & представима в форме произведения 

Dz (x) = pg: (x) f(x) (43)
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где 0<—}(х) <с, а Е — постоянная, то & можно моделировать по фор- 
муле (40), в ‚ которой 5’ имеет плотность рЕ, (х), а |’ равномерно рас- 

пределена в интервале (0, с). 
Эффективность метода в этом случае равна 

b {(x) 

9 =P {n’ <F(E’)} 1% | per (x) co !dy = (ck). 

Представляя РЁ (х) в форме различных произведений (43), можно 

построить различные методы вида (40) для моделирования вели- 
чины &. В частности, таким методом можно моделировать случайные 
величины, плотности которых неограничены. 

Пример. Случайная величина & определена при 
0<х—<1 сплотностью 

Pg (x) = 0(x)//V x, 
где 0<и(х) <с. 

Представим р» (х)в форме произведения (43) с рь, (х) = (27x) - 
Значения &’ легко вычислять методом обратных функций, так как вз 

(4) вытекает, что УЕ’==у1. Следовательно, == (у,)2, ’==су2 и 

Е=Е при 1’<о(Е). 

Эффективность в этом примере равна э== (2)-'. Ясно, что для по- 
вышения э следует выбрать наименьшее возможное значение с, рав- 
ное с = sup u(x). 

а<х<ь 

5.4.3. Снова предположим, что 0=}{(х) < с. Гсли Ё равномерно 
распределена при а<х-<Ь, а \’ равномерпо распределена при 
O<y<c, To &’=a+y,(b—a) и 1’=Су2. Из (42) вытекает, что при 
а<2<6 

ре (2) = Rf (2). 

Значит, чтобы моделировать случайную величину & с ограниченной 
плотностью р (х), можно выбрать 

f (x) = pe (x). 
В этом и состоит метод Неймана (39). 

5.5. Выбор равномерно распределенных точек в слож- 
ных областях. Методы отбора (36) легко обобщить так, 
чтобы отбирались значения многомерной случайной ве- 
личины & Мы рассмотрим лишь один прием, который 
имеет много практических приложений. Его можно счн- 
тать частным случаем метода моделирования усеченных 
распределений (п. 5.2), если иметь в виду обобщение 
этого метода на многомерный случай. 

Пусть В — ограниченная область на плоскости х, у, 
«сложная» с точки зрения вычислительной практики:
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например, невыпуклая или несвязная или такая, что гра- 
пицы на отдельных участках трудно записать в явном 
виде. Предположим лишь, что существует достаточно 
простой алгоритм, позволяющий определить, принадле- 
жит ли области В любая заданная точка (х, и) или нет. 

Выберем прямоугольник П= {а <х< 6, аа<у<6.}, 
содержащий область В (рис. 32). Координаты случайной 

  

  

    

  

              

Gh 

yh 
В, |-- - 

B 
iT 

a, 
|, 

ola, h, р 0 г 

Рис. 32. Рис. 33. 

точки @’= (Е, т’), равномерно распределенной в II, 
легко вычислить (п. 2.1): 

Bay t+yi(bi—ai),  ч’=а2-12(62—а?). 

Для нахождения точек. @, равномерно распределен- 
ных в В, можно вычислять точки ©’, равномерно распре- 
деленные в П, и отбирать среди них те, которые принад- 
лежат В. В самом деле, для любой области @ < В 

Р{0е 6} =Р{0’=6} |9’=вВ} =Р {©’=б|Р {0’еВ}. 

Так как С@’ равномерно распределена в П, то вероят- 
ность попадания @’ в любую область пропорциональна 
площади этой области: Р{0’ЕС} =5‹/5 п, P{Q’=]=B} = 
=©:/<п. Следовательно, 

P{QEG}=S,/Sz. 

или, что то же, плотность ро(х, и) =!/в в области В. 
Эффективность такого метода равна отношению 

площадей 

9=S,/Sq.
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Поэтому э будет наибольшей тогда, когда площадь П 
минимальна — результат очевидпый геометрически. Яс- 
но также, что в тех случаях, когда область В хорошо 
вписывается, например, в круг С (рис. 33), лучше не 
пользоваться прямоугольником П, а отбирать точки @ 
из числа точек ©’, равномерно распределенных в С. Эф- 
фективпость такого метода э=$5,з/5с будет выше, ибо 
Se<iSn. 

Пример. Случайные точки (Е, п, ©), равномер- 
но распределенные в шаре №, можно выбирать 
следующим образом: 1) находим три случайных числа \1, \2, Уз; 
2) вычисляем координаты 7 =2у —1, 1 ‘=: — 1, C= 2ys — 1; 
3) если (=”)?-+ (1/^)2- (5/)?< 1, то полагаем ==’, a= = Ry, C= Rt 
в противном случае ран новую тройку ут, уз, Y 

Эффективность метода э= (4/3) п В: (2 = л/б. Несмотря на 
то, что э близка к 1/2, по полученным здесь формулам случайные точ- 
ки в шаре вычисляются быстрее, чем по формулам п. 2.4.1, в которых 

приходится вычислять и cos Qs. 

5.6. Алгоритмы, соответствующие методам отбора. Формула (36) 
не определяет полностью алгоритма для расчета значений &, так как 
вычислять значения ©” можно различными методами. Если каждая 
точка ©” вычисляется по И случайным числам у, ..., \,, где пт, 

то все координаты ()” представляют собой функции \;= &, (у, ..., у,» 

1=1,2,..., т. Подставив эти выражения в (36), получим, что 
=0(81(\ь..., Vn) -..› бт (\ь...,: \)). Следовательно, § 

выражается через у, ...,\„ по формуле вида Е=5(уь ..., Vn). 
Рассмотрим теперь преобразование 

Y; = &; (Xr +++) Xp), l<i<nm, (44) 

которое отображает единичный п-мерный куб 

п 
— {Oca < 1,..., 0< x, <1} 

на область возможных значений @’в т-мерном пространстве пере- 
менных у, ...у Им. Обозначим через В прообраз В’ при отображе- 

нии (44) (иными словами, В — это множество таких точек (хи, ... 

‚х„) ИЗ К", которым при отображении (44) соответствуют точки 

(у,...,Ит), Зринадлежащие В’). Тогда условие Q’ & B’, фигури- 

рующее в (36), равносильно условию (1, ...’, у„) = В. 

Итак, формуле (36) соответствует следующий алгоритм расчета 
Е NO Yip sees Vp? 

= (71,..., 7,) MPH (Ye +++ Yn) EB. (45) 

Формально можно считать, что (45) — это частный случай (36), так 

6 И. М. Соболь
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как вместо точки @’с произвольной функцией распределения Ро, 

здесь фигурирует точка (у,...,*\,„), равномерно распределенная 

в К”. Однако наши рассуждения показывают, что реализация любой 
формулы (36) в конечном счете осуществляется с помощью алгоритма 
(45), где, возможно, д2т. 

Эффективность этого алгоритма равна э=У в — объему (п-мер- 

ному) области В. Еще раз напоминаем, что количество случайных чи- 
сел, затрачиваемых на расчет одного значения &, случайно и может 
оказаться равным п, 2, Зп,...; в среднем это количество равно п/э. 

Функцию распределения случайной величины & заданной алго- 
ритмом (45), нетрудно вычислить: 

Р{Е < г} = Р {8 (у1»..., 7,) < 21| (%1,..., т) ЕВ} = 

— Р{8 (1,...› 7") < г, (Yur -++> Pn) еВу/Р { (у1,..., Yn) EB} = 

= (Ив) { 1 fO(Z— (X10, X,,)) dx1...dX,, 
B 

Следовательно, для того чтобы алгоритм (45) определял случайную 
величину & с функцией распределения Ё(х), должно выполняться 
условие 

7): (е(*— 8 (ж,..., x,,)) dx,... dx, = F (x). (46) 

Уравнение (46) можно рассматривать как обобщение уравнения (25), 

которое получается из (46) при В == К”. , 
Общий алгоритм методов отбора (45) можно считать частным 

случаем бесконечномерного преобразования 

b= 2(¥1, м... .), (47) 

когда каждое значение & вычисляется по бесконечной последователь- 
ности независимых случайных чисел. Такие преобразования встреча- 
ются в практике методов Мснте-Карло. 

Если при каждом конкретном наборе —21,..., д»...  функ- 

ция & зависит лишь от конечного количества аргументов Xi, то расчет 

по формуле (47) затруднений не представляет. Это как раз справез- 
ливо для алгоритма (45), когда функция &(х1,.... Хр...)  равча 

б(ж,...› хи), если (Хау... х,)ЕВ, 

(Хиль. Хоп) если (Хе xB, 

(Хи) хо) ЕВ, 

E(Xpypprrees Xentn) ecH (x,,..., %,) EB, 

(кии meee Хи) В, 

(Xpnpir cr? Xpnr nde,
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5.7. Заключительные замечания. При выборе алго- 
ритмов для расчета методами Монте-Карло различных 
задач возникает вопрос, какие же преобразования ис- 
пользовать для моделирования той или иной конкретной 
случайной величины &. Ответить на такой вопрос одноз- 
пачно нельзя. Целесообразность тех или иных преобра- 
зований зависит от многих факторов. 

Например, часто стремятся к минимизации времени, 
затрачиваемого на получение одного значения &. Однако 
за такую минимизацию приходится расплачиваться уд- 
линением программы и (или) расходом места во внут- 
реннем накопителе ЭВМ. Если во внутреннем накопите- 
ле места много, то можно использовать таблицу с интер- 
поляцией (см. конец п. 1.3): такой способ будет, как 
правило, самым быстрым. Поэтому выбор любого друго- 
го способа моделирования — это компромисс *). 

Далее, выбирая преобразования, редко учитывают 
качество псевдослучайных чисел. Но одномерное рас- 
пределение чисел \; обычно тщательно проверено, а рас- 
пределение групп (ушу, ... и) при п>3 проверя- 
ется хуже, в результате чего формула вида &=0(\1, ... 
wey Yn) при И>3 может оказаться менее точной, чем 
формула вида &=2(1). Поэтому уменьшение количества 
случайных чисел, затрачиваемых на получение одного 
значения &, иногда представляется весьма желательным 
(особенно с точки зрения гл. 7). 

К счастью, при расчете многих задач время, затра- 
чиваемое на преобразование случайных величин, не 
слишком велико, и можно выбирать самые простые и ес- 
тественные способы моделирования. 

Упражнекия к главе 2 ` 

1. Вывести явную формулу для расчета значений случайной ве- 
личины & с функцией распределения 

F (x) = 1 — (1/3) (Qe-* +e"), Oxo. 

*) Еще быстрее — осуществлять случайную выборку из заранее 
заготовленной таблицы значений & Для некоторых случайных вели- 
чин такие таблицы имеются [165], однако в расчетах на ЭВМ при- 
меняются они редко (ср. конец п. 13 гл. 1). 

Интересно отметить, что точно так же можно использовать таб- 
лицу для моделирования случайной величины, значения которой по- 
лучают экспериментально и функция распределения которой неизве- 
стна (даже в многомерном случае), 
6* 
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2. Вывести явную формулу для расчета значений случайной вели- 
чины & с плотностью распределения р(х) =с0$? 2лтх, 0<х<.2; число 
т | целое. 

3. Вывести явные формулы для расчета случайных точек, равно- 

мерно распределенных в плоском кольце R? <vPtyr< R?. 
4. Вывести явные формулы для расчета реализаций случайной 

точки (Ё, и) с плотностью р(х, у) =3у, определенной в треугольнике, 
ограниченном прямыми х==0, у=хи и=|. 

5. Вычислить плотность случайной величины E==yn — пу, если | 
имеет плотность р(х) при 0<х< < (циу независимы). 

6. Доказать, что случайную величину &, определенную в интерва- 
ле 0<х<р с плотностью 

p (x) = ае`“^/(1 — г“), 

можно моделировать с помощью любой из четырех формул: 

Ва — (1/а) ш [1 — y(1 —e~™)]; 

В = — (1/а) Шуи — уе“; 
Е = (Д[— (а) ту}; 
& = — (1/а) пу, если Г. 

7. Если гамма-квант с энергией Е рассеивается в результате 
комптон-эффекта, то его энергия после рассеяния Ё представляет со- 
бой случайную величину с плотностыьо р(х), пропорциональной функ- 
ЦИИ 

f(E, x) =x/E+E/x+ (ИЕ — Их) (2+ ИЕ — 1х) 

при Е(1--2Е)-'<х< Е (закон Клейна — Нишина). Доказать, что & 
можно вычислять методом отбора: 

&== 67, ecu Yo[I-+2E+ (+2E)~'] КВ, 8), 
где &’=E(1+2£Fy.) (i +2£)-} 

(И. Г. Дядькин [26]). 
8. Энергию нейтрона, испущенного при делении ядра 1723, часто 

считают случайной величиной &, определенной при 9О<х< о°, с плот- 
ностью 

p(x) =ce—*'" sh b V 2x/T, 
—— ao _ 

rie b и Т — параметры, с=У 2/ле 612 (5т) le нормировочная пос- 
тоянная. Доказать, что & можно вычислять по формуле 

&=1[(1/2) (5-5)? — у], 

где & — нормальная случайная величина с параметрами (0; 1); & ну 
независимы. 

(Г. А. Михайлов [561) 
9. Независимые случайные числа \, у»... ‚Уи т—1 располо- 

жены в порядке возрастания 71) (2). ‹ : <? (и-ш—0. Доказать,
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что &= (") подчиняется бэта-распределению с параметрами л и м: 

рё (х) = [В (пи т) 1х1 (Е — хм, 
(J. C. Butcher, H. Messel [109]). 

(Способы моделирования бэта-распределения с дробными параметра- 
ми рассмотрены в статьях [62, 73, 102, 103, 141].) 

10. Доказать, что формулы &=1, (= 1_—& и 

и — (И -НО, t= 1,2,..., 4," 

определяют случайную точку (Ё,..., ён), равномерно распределен- 
ную в й-мерной пирамиде х. -... „< |, Хх; > 0. 

11. Допустим, что случайная точка @ с плотностью р(ф(х, у, г)) 
определена в области В. Обозначим через Le часть поверхности 
ф(х, У, =) =с, принадлежащую В, и предположим, что семейство 2 

при с1<с<3с2 заполняет В. Доказать, что если |отаа az, =h(c), 

то точку @ можно моделировать в два этапа: сперва выбирается слу- 
чайное значение параметра р с плотностью рр (с) =[p(c)/h(c)]S 2.1 

где э г, площадь Гс, а затем на поверхности г выбирается слу- 

чайная равномерно распределенная точка. 

(В. А. Герман, И. М. Соболь [17].) 
12. Доказать, что случайная точка с декартовыми координатами 

(И. ..› би /М), гдеб; = — ш ура ц=ё-... + 8, равномерно 

распределена в симплексе х!-... + х, =1,0< х<1 (1=1,2,..., п). 

13. Доказать, что случайная точка с декартовыми координатами 

(G:/p, .... &,/p), rae &,...,б, — независимые нормальные слу- 

чайные величины с параметрами (0; 1), а р=(&1 +... + 5217, рав- 
номерно распределена на поверхности единичной многомерной сферы 

о -,..-Нх2 = |.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ 

Во введении уже упоминалось, что в подавляющем 
большинстве задач, решаемых методами Монте-Карло, 
вычисляют математические ожидания некоторых случай- 
ных величин. Так как чаще всего математические ожи- 
дания представляют собой обычные интегралы, то цент- 
ральное положение в теории методов Монте-Карло 
занимают методы вычисления интегралов. 

В настоящей главе изложены наиболее важные и 
вместе с тем наиболее простые методы, знакомство с 
которыми необходимо каждому специалисту в области 
Монте-Карло. Более сложные методы, не имеющие пока 
значительных практических применений, но намечаю- 
щие, как нам думается, основные напоавления развития 
методов вычисления интегралов, рассмотрены в гл. 4. 

Впрочем, п. 1.1 гл. 4 мог бы быть отнесен к гл. 3: вы- 
борка по группам не раз использовалась в практических 
вычислениях. Численный пример, приведенный в конце 
гл. 4 (п. 3.3), относится к оценкам, рассмотренным в 
обеих главах. 

Заметим, что почти все результаты этих глав легко обобщаются 
на интегралы Римана — Стилтьеса (и даже Лебега — Стилтьеса [33]). 
a однако, всюду рассматриваем только интегрирование в смысле 
имана. 

$ 1. Общий метод оценки математических ожиданий 

1.1. Сходимость метода. Рассмотрим произвольную 
случайную величину &, у которой существует математи- 
ческое ожидание МЁЕ=а. (Напомним, что по определе- 
нию математическое ожидание МЁ существует тогда и
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только тогда, когда существует М ||.) Чтобы оценить 
величину а, выберем М№ независимых реализаций &1, ..., 
..., Ем СЛУчайной величины Ё и вычислим среднее ариф- 
метическое 

_ N r 

5м = (1/М) > Eis (1) 

Так как последовательность одинаково распределенных 
независимых случайных величин, у которых сиществуют 
математические ожидания, подчиняется закону больших 
чисел (теорема А. Я. Хинчина [44]), то среднее ариф- 
метическое этих величин сходится по вероятности *) к 
математическому ожиданию: при А! - oo 

= P 
Ey a. 

Таким образом, при больших М величина Ех а; и оцеп- 
ку (1) можно использовать во всех случаях, когда су- 
ществует МЕ=а. 

1.2. Погрешность метода. Предположим дополни- 
тельно, что случайная величина & имеет конечную дис- 
персию 

2Е= М (=) — (МЕ). (2) 
Из курса теории вероятностей известно, что последова- 
тельность одинаково распределенных независимых слу- 
чайных величин с конечными дисперсиями подчиняется 
центральной предельной теореме. Последнее означает, 
что для любых х1< Хе 

‹ 
| ¢ 

timP {x, <(1/ VDE) Ysa) <a} & 

= (1/V Ba) fe-F 2d 

Выберем х.== —х!==х. Тогда из последнего соотношения 
получим, что 

    

И 
timp {lam 3 i — a] <xV DEN} = © (xy, 

где Ф(х) — интеграл вероятностей, таблица которого 
  

*) Определение сходимости по вероятности приведено Ha стр. 34.
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приведена на стр. 293: 

Ф(х) = (2//2л) [ г-#24. 
0 

Следовательно, при достаточно больших значениях NV 

Р {Ev — al <xV DE/N} = @ (x). (3) 

Формула (3) содержит целое семейство оценок, завися- 
щее от параметра х. Если задать любой коэффициент 
доверия В (см. стр. 31), то можно найти (по таблице) 
корень х==хХв уравнения Ф(х) =В. Тогда из (3) вытекает, 
что вероятность неравенства 

Ev — al в УБЕМ (4) 
приблизительно равна В. 

Чаще других используют коэффициент доверия В= 
—0,997, которому отвечает хв==3, или В==0,95, которому 
отвечает хв = 1,96. (Значение хв==3 соответствует так на- 
зываемому «правилу трех сигм», ибо случайная величи- 

на &» приближенно нормальна и ее среднее квадратич- 
ное уклонение в=И РЕ/М.) 

1.3. Вероятная ошибка метода. Несколько иной под- 
ход к оценке ошибки связан с понятием вероятной 
ошибки 

гм = 0,6745 У БЕ/М. (5) 

Численный множитель 0,6745, фигурирующий в (5), — 
это значение хв, отвечающее 8} =0,50. Название «вероят- 
ная ошибка» вызвано тем, что 

Р (Ey — al < гм} = 1/2~P {[Ey —al > ry}, 

т. е. одинаково вероятны ошибки, большие чем Ty, U 
ошибки, меньшие чем Гм. 

Величина Гк часто используется на практике для ха- 
рактеристики порядка ошибки: действительная ошибка 

|Е^—@| зависит от использованных в расчете случайных 
чисел и может оказаться в 2—3 раза больше, чем гх, но 
может быть и меньше. Таким образом, используя Гм, мы 
оцениваем порядок ошибки, а используя (4) — верхнюю 
границу ошибки (с коэффициентом доверия В).
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1.4. Эмпирическая оценка дисперсии. Как правило, 
когда мы приступаем к расчету МЕ, значение дисперсии 
РЕ неизвестно. Хорошую теоретическую оценку для DE 
удается получить редко. Однако в большинстве задач 
величину ПЁ нетрудно оценить эмпирически, в ходе 
расчетов а. В самом деле, достаточно одновременно 
с вычислением УЁ; вычислять также > (:)2; так как при 
больших № 

N 

(1/N) x (E')? = M (Е?), 

то из (2) видно, что 
N N 2 

D§ = (1/N) > (55) — (uw) a ь |. (6) 

Формулу (6) постоянно используют на практике. 
Правда, ниже в п. 1.7 доказано, что при небольших 

№ более точна формула 

1 . 2 > = > (§:)° — N(N—1) (Ss | 

отличающаяся от предыдущей множителем (1—1/М№). Но 
в расчетах, выполняемых методами Монте-Карло, всег- 
да №)» 10, и разпица между (7) и (6) невелика. К тому 
же надо иметь в виду, что РЕ используется только для 
оценки ошибки, так что погрешность порядка 10% в 
значении ОЕ роли не играет. 

1.5. Оценка ошибки без расчета дисперсии. Будем 
по-прежнему считать, что дисперсия РЁ конечна. Допу- 
стим, что по каким-либо причинам (иногда из-за от- 
сутствия места во внутрепнем накопителе ЭВМ) мы 
не можем (или не хотим) одновременно с ХЕ, вычислять 

также > (Е;)?. Оценку погрешности Ё/—а тем He менее 
можно получить. 

Предположим, что М=тМ№, где т — небольшое на- 
туральное число т>3, а М, настолько велико, что рас- 
пределение случайной величины 

Ny 

¢ = (1/N,) ou Е (8) 

2 

3 (7) 

~
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(где &,..., Ем — Независимые случайные величины, 
распределение которых совпадает с распределением &) 
можно считать близким к нормальному (по той же цент- 
ральной предельной теореме). Очевидно, Мё=а. 

Вместо того чтобы сразу вычислять Ёх, разделим за- 
дачу на т «вариантов» и вычислим 1 величин, которые 
можно считать независимыми реализациями Е: 

> С, = ны 

i=] 1 j=] 

Cm — М. ГУ Ем (т-— 1) - 

Воспользуемся теперь следующей теоремой Р. Фише- 
ра [24, 44]. 

Если 8, ..., бп — независимые одинаково распре- 
деленные нормальные (гауссовские) случайные величи- 
ны с математическим ожиданием а, то случайная ве- 
личина 

  t=Vm—i—, 
где * 

I~ 1 Еды #1 
подчиняется закону распределения Стьюдента с (т—1)-й 
степенью свободы*). Это означает, что для любых 

Хх: < Xo 

(f, — x)’, “И
з 

k=} | 

Ра <} = Ги) 4% 
  

*) Плотность распределения Стьюдента с г степенями свободы 
выражается формулой 

Р--1 

x?\ 2 
(0) =6, (1+ 7] , —OCX< Ow, 

где нормировочная постоянная 
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В нашем случае величины 5,..., С» приближенно 

пормальные; М, =а; х=к; 

~ 2 
. _ 

я = (I/m) 3 (be — Ew)’. (9) 

Выбрав х.=— —х!==х, получим приближенное равенство 

P {l&v—al<xV sm — J} =2| Sm—1 (Y) dy, 

которое будет тем точнее, чем ближе распределение & 
к нормальному. 

На стр. 294 приведена таблица корней х=Ё, в урав- 
нения 

x 

21 5ш (И) ау = В. 

Если задан коэффициент доверия В, то по этой таблице 
нетрудно найти соответствующее значение х=Ё, в и 
записать окончательную оценку: вероятность неравенства 

Ev — al < tm—1,eV 2m — 1) (10) 

приблизительно равна В. 

Оценка (10) подобна оценке (4), но вместо неизвест- 
ной дисперсии ОЕ сюда входит эмпирическая величина 
5, которую легко вычислить по формуле (9). Однако, 
вообще говоря, оцепка (4) применима при меньших М. 

Неравенство (10) позволяет определить также веро- 
ятную ошибку метода (5): 

rv =tm—1, 0,5 V (т — 1). (11) 

Оценка (10) использовалась в некоторых работах автора и, неза- 
висимо, в работе Г. Герцеля и М. Калоса [127]. 

1.6. Случай ОЕ =оо. Из п. 1.| вытекает, что беско- 

нечность дисперсии не препятствует приближению Ё» к 
а. Однако последующие оценки погрешности теряют си- 
лу. Из (4) видно, что в случае конечной дисперсии ошиб- 
ка убывает как М№-!/”?. При ОЕ=со порядок убывания 
ошибки оказывается хуже. Поэтому обычно рекомендует- 
ся избегать методов расчета, в которых дисперсия ос- 
редняемси величины бесконечна.
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Тем не менее в некоторых задачах такие методы ис- 
пользуются. Оценки погрешности при РЕ=оо имеются 
в монографии [33] (см. также статьи [144, 176].) 

1.7. Замечание. О некоторых терминах, употребляемых в мате- 
матической статистике [24, 44]. 

Независимые реализации Ё&,..., Ем случайной величины & назы- 

ваются выборкой. Предположим, что закон распределения величины & 
зависит от некоторого параметра а. Любая функция от выборочных 
значений Ф(Ё1,..., Ey) ‚ используемая в качестве приближения к а, 

называется оценкой а. Если Мф=а, то оценка ф называется Несме- 
Р 

щенной. Если ф —а при № —+ со, то оценка ф называется состоя- 
тельной. При небольших N более существенно отсутствие смещения, 
при больших — важнее состоятельность. 

Очевидно, оценка (1) представляет собой несмещенную и со- 
стоятельную оценку математического ожидания а. 

Легко доказать, что оценка дисперсии 

N 

(1/N) S) &? — &, 
i=] 

фигурирующая в (6), смещенная В самом деле, 

N 

M fie) > 2 -%| = M (§?) —M (£4) = D§ — D&y, 
i=] 

ибо МЕ = MEy. Из (1) следует, что DEy = DE/N. Поэтому 

N 

fam У 2-8 = (1 — 1/N) DB. 
i=] 

Несмещенную оценку дисперсии дает формула (7). 
Рассмотрим две функции $Ф’(&,....ём; В) и Ф”(&,..., Ем; В). 

Интервал (ф’, ф”) называется доверительным интервалом для napa- 
метра а с коэффициентом доверия В, если вероятиость неравенства 
ф’<а<Фф” равна В: 

Pip’ <a<q"} =. 

В приведенных выше оценках (4) и (10) использованы довери- 
тельные интервалы для среднего значения а нормальной случайной 
величины: в первом случае — при известной дисперсии, во втором — 

при неизвестной. Так как величины &ми бк лишь приближенно 
(асимптотически) нормальны, то вероятности неравенств 

Ем — лв И ОЕ/М <а < + И БЕ/М 
и соответственно 

Ey —tn—1.p5/V m —1 <а<& Е ‚В/У т — | 

лишь приближенно равны В
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$ 2. Простейший метод Монте-Карло 
для вычисления интеграла 

2.1. Простейший метод Монте-Карло. Обозначим че- 
рез @ произвольную область (ограниченную или неогра- 
ниченную, связную или несвязную) плоскости х, у. Точ- 
ки плоскости будем обозначать одной буквой Р== (х, и), 
а элемент площади АР=ахау. Рассмотрим задачу о 
приближенном вычислении интеграла 

T= J f(P) p(P)aP, (12) 
где р(Р) — некоторая заданная плотность вероятностей, 

определенная в С, так что [р(Р)аР =1. 
G 

Заметим сразу, что любой интеграл 

| f (P) 4P 
G 

по ограниченной области С можно считать интег- 
ралом вида (12). Действительно, если площадь С обоз- 
начить через 5‹, то р, (Р)==1/5в при РеЕС представляет 
собой плотность вероятностей случайной точки, равно- 
мерно распределенной в С. Если ввести функцию [1 (Р) = 
—=%с:!(Р) то, очевидно, 

JF(P) dP = J FCP) ps (P) aP. 
Чтобы построить метод Монте-Карло для расчета ин- 

теграла (12), рассмотрим случайную точку @ с плот- 
ностью р(Р) и введем скалярную случайную величину 
й=]!(0), математическое ожидание которой равно ис- 
комому значению интеграла 

MZ = | Г(Р) р(Р)аР = 1. (13) 
Jina pacueta MZ можно использовать оценку (1). 

Итак, если О, ..., Ох — независимые реализации 
случайной точки @ и 71==[(91),..., б,=НОь), то 
оценкой интеграла (12) служит величина 

N 

Oy = (1/N) x 7. (14)
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Очевидно, М9 ==/, и если существует М|]7|, то, соглас- 

но п. 1.1, оценка 9, —-> Г. В рассматриваемом случае 

МИ = КР P)| p (P) dP. 

Следовательно, если иитеграл (12) сходится абсолютно, 
то 9х сходится по вероятности к /. 

Пример. Требуется вычислить интеграл 
oo 

[= [ i (x) е— "ах, где Ё>0. 
0 

Выберем плотность р(х) ake ** yy функцию. fy==Rk-!f (x). Ecaa 
Ё, -значение случайной величины & с плотностью р(х), то оценка 

интеграла 

Oy = NT is hi (5) = ( (kN) Ук (5). 
i=] 

Находить значения & MOO NO Popmy.e (7) ra. 2. Nostomy формулу 
для вычисления / можно записать в виде 

N 

I= (kN) УШУ, 
i=] 

где у, ..., VN — Независимые случайные числа. 

В дальнейшем вычисляются только абсолютио схо- 
дящиеся интегралы. Однако метод Монте-Карло позво- 

ляет вычислять и условно схо- 
21 дящиеся интегралы, если пре- 
р д. образовать их надлежащим 

./|2=Аеи образом (см. упражнение 5 
гл. 3). 

2.2. Геометрический метод 
Монте-Карло. — Предположим, 
что в области С 

O<f(P)<e. (15) 
В трехмерном простраистве х, 

Й у, г рассмотрим цилиндриче- 
скую область @=0СЖ (0, с) 

Рис. 34. (рис. 34), а в @ рассмотрим 
случайную точку О с плотно- 

стью р(х, и, г) = (1/с)р(х, у). Очевидно, проекция точ- 
ки О на плоскость х, у представляет собой случайцу! 

      By
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точку @ == (&, п) из п. 2.1 (с плотностью .р(х, и)), а тре- 
тья координата О, назовем ее &, не зависит от & ищи 
равномерно распределена в интервале 0<=<с, так что 
ее плотность ре (=) =1/Сс. _ _ 

Выберем № независимых реализаций @,..., Ом 

случайной точки @; обозначим через у количество то- 
чек, оказавшихся ниже поверхности 2г=={(Р), и составим 
оценку 

б = cv/N. (16) 

Дискретная случайная величина Vv подчиняется распреде- 
лению Бернулли Р {*=т} =См р" (1—р)“-" (т=0,1,... 
...,М), где р — вероятность того, что точка О окажет- 
ся ниже поверхности 2=[(Р). Вычислить эту вероят- 
ность нетрудно: 

ху) 
—ы 

р=Р {5 <, nm} = [ахау | рб, у, 2) 42 = (16). 

Так как Му==Мр== (1/с) МГ, то из (16) вытекает, что 

М6, —=/. Сходимость 9м ——-*1 следует из известной тео- 
ремы Бернулли о сходимости частот к вероятностям. 

Впрочем, оценку (16) также можно представить в 
форме (1). Введем случайную величину #, зависящую 
от точки О== (ЕЁ, 1, &): 

2-{* если CCF (E, M), 
(0, если БИ, м). 

Ссли точкам О,..., Он соответствуют значения 21,... 

..., Zn, TO 

N 
Oy = (1/N) № 2%. (17) 

i=] 

~ ~ р 
И поэтому утверждения о том, YTO MOy=/ и 9 —-> [1 
вытекают также из результатов $ 1. Абсолютная сходи- 
мость интеграла (12) следует из ограничепия (15). 

Геометрический метод представляет собой обобщение метода вы- 
числения объема, рассмотренного во введении. В самом деле, если



96 ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ Гл 3 

область С ограничена и р(Р) =1/$; при Ре С, то при больших М 

VW/N = с = "У, 

где У= (ЕР) АР — объем части С, ограниченной сверху поверх- 

ностью 2==Нх, и), а Ve =5$‹— объем всей цилиндрической 

области С. 

2.3. Сравнение точности методов Монте-Карло. 
В оценке (14) фигурируют значения случайной величины 
Z=/(Q), roe @ — случайная точка с плотностью р(Р). 
Так как для существования дисперсии 2 необходимо 
и достаточно, чтобы существовал второй момент 

M (2?) = J f*(P) p(P) dP (18) 

(ср. (2)), то условием применимости оцепок погреии:о- 
сти $ [| в рассматриваемом случае служит существова- 
ние интеграла (18)*). 

Если через [2 обозначить мпожество фуикций |(Р), 
для которых интеграл (18) сходится, то требование схо- 
димости этого интеграла можно записать в форме {(Р) == 
el». В тех случаях, когда важпо указать область С@ и 
плотность р(Р), будем писать, что [(Р)еЁ›(С; р). 

Итак, есл" {(Р)е[((; р), то дисперсия осред- 
няемой величины 2 в простейшем методе п. 2.1 ко- 
нечна: 

DZ = | P?(P) p (Py dP — 2. (19) 

Рассмотрим теперь геометрический метод п. 2.2. 
В оценке (17) осредняются значения случайной величи- 

ны 4, для которой 

м (22) = {5 < п)} = 6, 
так что дисперсия _ 

7 == 1 — Г. (20) 
  

*) Из сходимости интеграла (18) следует абсолютная сходи- 
мость интеграла (12), ибо 

й | (Р)|р (Р) ap}? < { Я (Рр(РуаР.
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Сравним величины (19) и (20): если О (Р) с, то 

АР (Р) Р(Р)4Р < с [[(Р) р(Р)аР = с, 
следовательно, 

27 < 17. (21) 

Неравенство (21) показывает, что в каком-то отно- 
шепии простейший метод Мопте-Карло лучше геометри- 
ческого метода: при одинаковом количестве № осредня- 
емых величин вероятная ошибка оцеики (14) будет пе 
больше, чем вероятная ошибка оцеики (17). Можно скз- 
зать, что точность метода Монте-Карло зависит от дис- 
персии осредняемой случайной величины. И простейший 
метод всегда точнее геометрического. 

Пример. Требуется вычислить интеграл 

1 

I= { e*dx. 
0 

Оценки (14) и (16) в этом случае равпы 

№ 

0, = (1/№) Ме", Oy = evn, 
[==] 

где у — количество пар (71, v1), ..., (yy. vy) TAKHY, 4TO ey < ev} 

(как всегда 11, ...› Тм, Pps voes т, — пезависимые случайные числа), 
По формуле (19) вычислим дисперсию 07: 

1 
DZ = [| е? 4х — 1 = (1/2) (2? — 1) — (#е— 1) =0,2420. 

0 

По формуле (20) вычислим дисперсию DZ: 

DZ = e/ —/? =e—1 =1,7183. 

2.4. Сравнение трудоемкости алгоритмов Монте-Кар- 
ло. Из результатов предыдущего пункта напрашивает- 
ся вывод, что простейший метод Монте-Карло всегда 
выгоднее геометрического. Одпако такой вывод был бы 
слишком поспешиым: хотя вероятиая ошибка оценки 0х 

и меньше вероятиой ошибки 0», при одинаковых Л, по 
время, затрачиваемое па расчет 9х, может оказаться го- 

раздо больше времени, затрачиваемого на расчет 9. 
ТИ М. Соболь
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|1] тогда оценка 9» окажется практически более эффек- 
тивной, чем Oy. 

Обычно говорят, что «построен метод Монте-Карло» 
для расчета иптеграла / тогда, когда определена оценка 
вида (1), приближающая /: 

= (№). im
e 

or
e 

при этом обычно предполагается, что МЕ=/. Условимся 
говорить, что «построен алгоритм Монте-Карло», соот- 
ветствующий даппому методу, если указаны также фор- 
мулы для моделировапия используемых в этом методе 
случайных величин. Например, оцепка (14) п формула 
и==|(@) определяют метод Монте-Карло; чтобы полу- 
чить алгоритм Монте-Карло, падо указать еще форму- 
лы для расчета точки @ по стандартным случайным 
числам. Как мы видели в ГЛ. 2, это можио делать раз- 
личными способами, так что один и тот же метод Мон- 
те-Карло может быть реализован в виде различиых ал- 
горитмов. 

Рассмотрим два алгоритма Моите- Кар. то (безразлич- 
но соответствуют ли опи разным методам или одиому) 
для вычисления интеграла J. Пусть в одном алго- 

af 
ритме осредняются значения случайной величины & == 
==E’(¥1,..., Yn’), @ BO BTOPOM §&”==§7(¥1,..., Ya’), TAK 
что соответствующие оценки интеграла равны 

=(1/N) ХЕ u Oy= (ИМ) У Е. (22) 
= i=] 

Обозначим дисперсии осредияемых величин через 0’== 
—=рЕ и О”=р Е”, и пусть Ё и [” — время, затрачивае- 
мое на расчет одного зпачения Е и соответствепио =”, 
Естественно считать более эффективным тот алгоритм, 
который требует меньшего времени счета для достиже- 
ния заданиой вероятной ошибки. 

Для того чтобы вероятная ошибка для первого из 
сравниваемых алгоритмов равиялась Гх,==е, количество 
Л” осредняемых значений &’, согласно (5), должно рав- 
НЯТЬСЯ 

N’ =D’ (0,6745/e)2.
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Время счета при этом окажется равным 

t’N’ = t’D’ (0,6745/e)?. 

ля второго алгоритма время счета, необходимое для 
достижения той же вероятной ошибки в, равио 

tN” = t"D” (0,6745/e)2. 

Назовем трудоемкостью алгоритма Монте- Кар ло про. 
изведение {2Ё дисперсии осредняемой случайной вели- 
чин 8 на время {Е расчета одного значения Ё. Тогда вре- 
мя счета, необходимое для достижения заданиой верояг- 
пой ошибки, окажется пропорциональным трудоемкости 
алгоритма. Ясно, что из двух алгоритмов более эффек- 
тивен менее трудоемкий. 

Так как трудоемкость используется обычно для срав- 
нения алгоритмов, то вычислять ее можно в любых еди- 
ницах, в частности, { можно выражать в секундах, 
а можно — в количествах элементарных операций. Ко- 
нечно, надо предполагать, что сравниваемые алгоритмы 
реализуются с помощью одних и тех же вычислительных 
средств. Кстати, не исключена возможность того, что 
при переходе к другим средствам вычисления менее тру 
доемкий алгоритм стапет более трудоемким. 

Пример. Вычислить иитеграл 

1 5 r= 5 

0 

Можно считать, что под интегралом стоит также плотность 
2(х) ==| случайной величины у. Тогда простейший мегод приводиг 
к оценке 

м 5 
~~ 1 м 

. i=] 

Дисперсия осредняемой случайной величины Z= (y 

Г 5 \? 5 
DZ= |x ‚= ах — |5 = 555. 

)1.5 равна 

ee 

0 

Так как 0=<»х!/5 |, то можно воспользовагься также геометрни- 
ческим методом: м 

[= (1/№) №, Zi, 
i= 

где 2; =], ccan y;, < (7) Зи 2 =0 в противном случае. Дисперсию 

7%
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осредняемой величины легко вычислить по формуле (20): 

DF 5 5\° 5 

Z= 6 (5) = 36. 

Таким образом, в полном согласии с (21), 02 <54. 
Оценим количество операций, затрачиваемых па расчет одного 

~~ 

3HaueHna Z, HAH Z;. na pacueta 2; надо найти одно случайное число 

7: — три операции — и BBIUNICIHTh(Y; )' ° Ha 3BM spancnenne x! ? 

осуществляется путем логарифмирования с помощью стандартных 
программ шх и ехрх. Общее количество используемых в таком рас- 
чете элементарных операций #12 70. 

Для расчета 7; ‚ надо найти два ‚случайных числа у; и у; — шесть 

операций — и вместо неравенства 7; < < (1; проверить равносильное 
é 

неравенство (%:)5 < 7;. Общее количество элементарных операций 

в таком расчете ‘t= 10. 
Значит, #. 02 == 1,4, #02 =1,4 и второй алгоритм оказывается не 

более трудоемким, чем первый, несмотря на то, что дисперсия DZ 
в семь раз больше, чем ОА. 

Однако тот же простейиий мегод можно реализовать с помощью 
другого алгоритма (см. п. 4.1 гл. 2 

N 

(ИМ) У, тах (уп ти ти т; 11”; 
(== 

~ 

тогда #220 и! . 22 А=0,40, гак что трудоемкость этого алгоритма 
оказывается заметно меньшей. 

$ 3. Важнейшие способы построения хороших оценок 
(способы уменьшения дисперсии) 

Из формулы (5) видио, что вероятная ошибка оцен- 

ки (1) пропорциональна 7ОЕ/М№. Скорость убывания этой 
ошибки с ростом А невелика. Поэтому очень важно 
научиться выбирать для расчета интегралов такие вы- 
числительные схемы или, другими словами, такие слу- 
чайные величины & для которых дисперсия DE no воз- 
можности мала. Часто способы построения таких схем 
называют способами уменьшения дисперсии, имея ввиду, 
что для этих способов дисперсия должна быть меньше, 
чем дисперсия простейшего метода Мопте-Карло (п. 2.1). 

3.1. Частичное аналитическое интегрирование. Если 
часть задачи можно решить аналитически, то, используя 
это частичное решение, обычно удается построить метод 
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Монте-Карло для решения всей задачи с дисперсией, 
меньшей, чем (19). Правда, вообще говоря, построен- 
ные таким путем методы могут оказаться более трудо- 
емкими и в конечном счете невыгодными. 

Мы будем говорить об аналитическом интегрирова- 
нии, хотя в некоторых случаях такую же роль может 
сыграть числепное иптегрирование, если точность этого 
интегрирования значительно выше, чем точность метода 
Монте-Карло. 

3.1.1. Выделение главной части. Это весьма 
очевидный и весьма общий принцип, относящийся ко 
всем методам Монте-Карло: если главную часть задачи 
можно вычислить аналитически, то, как правило, выгод- 
но считать методом Монте-Карло не всю задачу, а толь- 
ко «поправку» — разницу между всей задачей и главной 
частью. Уменьшение дисперсии при этом может оказать- 
ся очень значительным. 

Пусть, например, требуется вычислить интеграл (12) 

= | Г(Р)р(Р) ЧР, 

где |(Р)=[Г.(С; р), и имеется функция #(Р)=[2(С; р), 
«близкая» к [(Р), такая, что значение интеграла 

{n(P) p(P)dP =G 
G 

известно. Тогда вместо оценки (14) можно использовать 
оценку 

м 
= С -- (ММ) > [1 (99 — 1 (91, (23) 

нбо математическое ожидание oepenisenol величины 

=C+f(Q)—h(Q) 
равно ле Дисперсия 2’ в этом случае 
равна 

= Mt (P) —h(P)P p(P)dP — (I — C)’. 

Ecau h(P) wacronpKko 61u3Ka K [(P), aTo 

{If (P)—h(P)F p (P)dP <e 

TO, OWe€BUNHO, H DZ’<e
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Пример. Вычислить иитеграл 

I 
I= | e*dx 

0 

рассмотреппый' в п. 2.3. Так как е* =1--х-+..., то выберем 1 (х) = 
(постоянное слагаемое на дисперсию не влияет). Согласно (23) полу- 
чим расчетную формулу 

№ 

0, = (1/2) (ИУ (ет). 
= , 

Дисперсия осредняемой величины 2’=1/2-| е” — у равна 

1 

227’ = [| (е*— x)? dx — (J -- 1/2)? = (e— 1) (5 —e)/2 — 
0 

— 23/12 = 0,0437 

и значительно меньше, чем DZ u DZ в п. 2.3. 

Общие правила выделения главной части указать 
трудно: в различных задачах это делается по-разному. 
Например, при расчете больших сцинтилляционных де- 
текторов необходимо учитывать многократно рассеянные 
нейтроны (их вклад в световыход составляет до 10%). 
В. Г. Золотухину с сотрудниками [37] удалось добиться 
значительного увеличения точности метода Монте-Карло 
путем аналитического учета вклада нерассеянных и олд- 
нократно рассеянных нейтронов. 

В ряде областей физики используют теорию возму- 
щений, которая позволяет оцепить решение сложной за- 
дачи по известному решепию «близкой» простой зада- 
чи. Если рассчитывать методом Моипте-Карло пе всю 
сложную задачу, а только иптегралы теории возмуще- 
ний, то можно значительно повысить точность резуль- 
татов [57]. 

3.1.2. Интегрирование по части области. 
Допустим, что мы умеем (апалитически) вычислить ин- 
тегралы по некоторой части В области С: 

JF(P)p(P)dP=C, | p(P)dP =<, 
где 0<с<1. Докажем, что, как правило, всегда выгодно 
представить интеграл (12) в виде суммы 

[== 1 КР) p(P)dP +-C (24) 
1
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и вычислять простейшим методом только интеграл по 
области Ч = а@—В. (Если С близко к Г, то можно счи- 
тать, что мы выделяем глав- 
пую часть; по данный прием yh 
выгоден и тогда, когда область |. \ 
В заметно меньше, чем @ | | B | 
(рис. 35); правда, и пониже- 
пие дисперсии в этом случае д 
будет заметно меньше.) 

В области С, определим 
плотность р, (Р)==р(Р)/(1—с) —> 
п рассмотрим случайную вели- “ 

чину Рис. 35. 
Z’=C+(1—c)}(Q), 

где (’— случайная точка с плотпостью р,(Р) в С:. Лег- 
ко видеть, что М2’==/. Поэтому для расчета / можно ис- 
пользовать оценку 

N 

Oy = C+ (1/N)(1 —c) & f(Q), (25) 
1==] 

¢ , 

rae Qi,...,Qn —He3aBHCHMbIe реализации точки 
О’. Чтобы сравнить эту оценку с оценкой (14), сравним 
дисперсии DZ’ u DZ, roe =[ (0). 

Теорема 1. Если существует дисперсия РА, то 

DZ'< (1c) DZ. (26) 
Доказательство. Согласно определению дис- 

нерсни 
DZ = |РраР — 1* = | Ррар + jhe dP — Г, 

G G, 

DZ’ = (1 —c) | P? p,dP |" — C) {indPy = 

= (1 — с) ] РраР — | Af apy’ 
п 

    

    

Умножив 2й на 1—си вычтя В”, получим, что 

(1 —c)DZ— DZ’ = (1—c) | PpdP—(l1—d) P+ — С}. 
B 

Оставшийся иптеграл по области В выразим через неот- 
рицательную величину 

02 = J (f —- C/o? paP = | РраР — Сс.
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Тогда окажется, что 

(1—6) 07—07’ = (1-9 + (Vel —C/Vc)*>0, 
что и требовалось доказать. 

Предположим, что задан какой-либо алгоритм расче- 
та точек © в (. Тогда трудоемкость алгоритма (14) рав- 
на (tgt+t,)DZ, roe & — время расчета одной точки (‚а 
[, — время расчета одного значения }(0). 

Рассмотрим оценку (25). Если пикакого более удоб- 
пого способа моделирования точек @’в С, пет, то мож- 
но отбирать точки (©” среди точек О (п. 5.2 гл. 2). Эф- 
фективпость такого отбора э=Р{ОеС:} =1-—с. Поэто- 
му время расчета одной точки ©)” в среднем равно &%,== 
== (5--)/(1—с), где № —время, затрачиваемое на отбор 
(т. е. на проверку условия ФеС!). Трудоемкость алго- 
ритма (25) в этих условиях равна (№ю.=&)027”". 

Легко доказать, что если 

= СЕ, (27) 

то трудоемкость алгоритма (25) пе больше, чем трудо- 
смкость алгоритма (14). В самом деле, 

(0 -- 1) 02’ < Кю -- 1-9 +102’ < (4+8) 02. 
Условие (27) легко проверяется на практике. Если об- 

ласть В «простая», а функ- 
ция [(Р) «сложная», то, 
очевидно, #, > [.. 

Пример. Требуется вычи- 
слить объем фигуры И, огранн- 
ченпой поверхностью (в сфери- 
ческих координатах) 

г=а--йи (ф, 0), 

Г=й +119, 6)      
  

где —1<и(ф, 0) <1 (рис. 36). 
Обозначим через У и У, 

вписанный в У и описанный 
около У шары, радиусы которых 
равны а —Аиа-Ей. Объемы Ух, 
У, У, будем обозначать теми 

Рис. 36. же буквами. Воспользуемся 
геометрическим методом: вы- 

берем случайные точки @1,..., Ом, равномерно  распределен- 
ные в У,, и если \ из этих точек попадут внутрь У, то будем считать, 
что объем И приближенно равен 

By = У, (v/N).
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Выделим теперь объем шара Ус. Для этого достаточно выбрать 

случайные точки Q, ея Qn: равномерно распределенные в шаро- 

вом слое У; — Vo; если У’ из этих точек принадлежат У, то объем У 
приближенно равен 

By = Vo-t (Vy — Vo) (WIN). 
Вмесго сравнения дисперсий осредняемых величин сравнум в этом 

примере дисперсии самих оценок. Так как \ и \’ подчиняются бино- 
миальным распределениям с параметрами р==У/У! и соответственно 

р’= (У — Уз) /(У, — Из), то Бу=Мр(1 — р), Бу’ =Мр’ (1 — р’). По- 
этому Diy = (1/N) V( (Vi—V), Гб» = (1/№) (У— У.) (У, — У). Оче- 

видно, всегда бб» < Dd Ne 

Ecuu oTtHomenne e=h/a<1, to B оценке бл, мы фактически вы- 

деляем главную часть задачи, и уменьшение дисперсии 00 no 

сравнению с О9), должно быть особенно заметным. Действительно, 
так как Ио== (4/3) л (а— #)3, У, == (4/3)n(a+h)*, то можно записать, 
что И== (4/3) л (а-Ниой)3, где || <1. Тогда нетрудно сосчитать, что 
величина 

У(У, — У) = [(4/3) лаз] 23(1 — шо) =-НО (г?) 
пропорциональна в, а величина 

(И— У (У, — У) = [(4/3) паз]? 9 (1 — 4G) ©? + 0 (2%) 

— второго порядка малости, 
Наконец, покажем, что если моделировать точки @ и ©’ в сфери- 

ческих координатах (п. 2.4.1 гл. 2), то алгоритмы, соответствующие 
обоим рассмотренным методам, примерно одинаково сложны: РР. 
В самом деле, в обоих случаях для 1-го испытания ‚нужны три слу- 

чайных числа \,, 7;, 7;. Координаты точек ©; и О; вычисляются со- 
ответственно по формулам 

3r— ’ ” 

=(a+h)y %;, Ф=2лу» cosO,; = 2y,—1 

ИЛИ 

3, " r=(ath)y yt ol—vy)>s Фи =, cos 0; = 27, —1, 
e 

где b= (a —h)*/(a+-h)*, Ycnopue принадлежности точки Qrunn Q, 
объему У проверяется одинаково: /;< а--йи (Ф;› 8,),Ecan sto ycnosue 
выполнено, то к счетчику % (соответственно \’) добавляется едипица. 

  

3.1.3. Интегрирование по части перемен- 
ных (понижение порядка интеграла). Дока- 
жем, что если аналитически взять интеграл по некоторым 
из переменных, а по остальным переменным исполь- 
зовать тот же метод Монте-Карло, то дисперсия умень- 
шится [143]. Правда, в отличие от случая, рассмотрен-
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ного в п. 3.1.2, нередко бывает, что после ииптегриро- 
вания по некоторым из переменпых получаются более 
сложные формулы счета и, несмотря на уменьшение дис- 
персии, трудоемкость возрастает. 

Перейдем к точной формулировке задачи. Пусть тре- 
буется вычислить интеграл 

1 =| dP | f(P, P’) p(P, P’)aP’, 
G С’ 

где p(P, P’) — совместная плотность вероятностей слу- 

чайных точек QeEG u WEG’ {| p(P, P’)dP dP’=1. 
GG" 

Если интеграл этот вычислять простейшим методом, то 
осредняемая случайная величина й=[(0, Q’). 

Предположим, что по перемениому Р”’мы умеем вы- 
полнить иптегрирование и можем вычислить плотность 
точки 0: 

р. (Р) = | p(P,P’)dP’, 
С’ 

а также функцию 

f,(P) = | (Р, Р’)р(Р, Р’)аР' р, (Ру. 3, 
Тогда, очевидно, 

1= } | (Р) р, (Р)аР, 
G 

п если вычислять простейшим методом этот интеграл, то 
придется осреднять величину 2’=| (0). 

Теорема 2. Если дисперсия Рё конечна, то 22’=—< 
< DZ. 

Доказательство. Воспользуемся неравенством 
(1) на стр. 292. 

[р: (РУ Ё (Рё = В ГИР УР ар "< | РраР’ | раР'. 
С’ ' С’ 

Отсюда следует, что 

fi (P) pr (P) < | 
G } 

[?(P, P’) p(P, PP’) dP’. 
7
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Пронитегрировав это неравенство по Р, получим, что 

| П(Р) р (Р)аР < | аР [ РР, Р’)р(Р, Р)аР', 
G G С’ 

или, что то же, М (772) < М (272). Так как Мй’=М2=/, 
то тем самым доказано, чго 02’—< 7. 

Пример. Рассмотрим иптеграл 
A 

г == [| (лу) ах ау, 7 
В 

где область питегрирования В представляет 
собой треугольник, ограпиченный прямыми , 

  

    
у=|, х= и у=х (рис. 37). Интеграл этот „ 
легко вычисляется; " 

x 2 / ! 

t= ах] у ау = | ха = 7 7 т 

Рис. 37. 
=2ш2-— 1 = 0,38630. 

А. Введсм случайную точку (&, 4), плотность которой р(х, И) =2 
В В. Тогда [=MZ, где Я = (2H) ~t a дисперсия 

2 x 

DZ = | dx { 27!'y~? dy — 7 = (1/2) (7 In 2 — 1) —4 In? 2 = 0,0043. 
1 1 

Так как плотность ру (и) =2(2 — и), то из уравнения Fy (ny) =1-—y 

получим, что 1=2—уът, Следовательно, оценка интеграла / равна 

N 

Oy =@2N 1S 2-py). 
i=l] 

Б. Проинтегрирусм аналитически плотность и подыптегральную 
фупкцию по и: 

Xx x 

pi(xs)=f2dy=2(x—1), py (x) F(x) = J (1/y) dy = Ine. 
1 

В этом случае функция распределения & равиа Ри (х) == (х—1)?. Из 

уравнения А, () == следует, что &=1--7у. Так как осредняемая ве- 
личина 2’=| (Е) =2-1(Е — 1) -Чо Е, то оценка интеграла 

м 

о = (ам) yy hin (14 yl). 
i=] 

Дисперсия в этом случае равна 

2 

DZ’ =f 27) (x —1)7! In? x dx — 7? = 0,15925 — 0, 14923 = 0,010, 
1
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В. Из первых цифр табл. 4 (стр. 295) образуем десять случайных 
чисел и вычислим по ним значения ду и 0’ю. Случайные числа: 
у: ==0,86515, у2=0,90795, уз=0,66155, y,=0,66434, ys==0,56558, 
уз =0,12332, у’==0,94337, уз ==0.57809, уз==0,69186, ую ==0,03393. Со- 
считанные по пим значения: 

810=0,408, 0 )9=0,378. 

Ошибки этих значений Ojg9 — /=0,022 u 0/1) — [= 0,008 близки к соот- 

ветствующим вероятным ошибкам го==0,014 и 7) 9==0,007. 

3.2. Метод существенной выборки. До сих пор мы 
рассматривали интегралы вида (12) и использовали при 
вычислении их случайные точки с плотностью р(Р). 
Предположим теперь, что требуется вычислить абсолют- 
но сходящийся интеграл 

In = | f(P)aP, (28) 
G 

где область С может быть как ограпиченпой, так и неог- 
раниченной, и квадрат функции [(Р) не обязательно ин- 

тегрируем. Предполагается только, что‘ ИЕР) |dP>0. 
G 

3.2.1. Плотность р(Р), определенную в С, назовем 
допустимой по отношению к [(Р), если р(Р) >0 в тех 
точках, в которых [{(Р) ==0. 

Если р(Р) >0 всюду в С, то эта плотпость допусти- 
ма по отношению к любым {(Р). Вообще же допустимая 
плотность может обращаться в пуль, по только там, где 
Г(Р) =0. Мпожество точек, в которых {(Р) =0, назовем 
Сои пусть (+=@— (о. 

Выберем произвольную допустимую плотность р(Р) 
и рассмотрим функцию 

Z,(P) = | (Р/р(Р) при РЕС*, 
° 0 mph PEG). 

Если @ — случайцая точка, определенная в С с плот- 
ностью р(Р), то 

MZ0(Q) = | 2 (Р) р(Р)аР = | f(P) AP = Io, $ 
ибо вне множества С@+ фупкция [(Р) ==0.
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Согласно п. 2.1 для приближепного расчета о можно 
использовать независимые реализации @1,... , Ох слу- 
чайной точки Q и оценку 

Ov = (1/N) M
z
 

Zo (Qi). 

Вероятпая ошибка этой оцеики зависит от дисперсии 
22. (0), которую нетрудно вычислить: так как 

DZ, = | 28 (Р)р(Р)аР— п, 
G 

. т 
то 

DZ. = [1 (Ру/р(РУаР — 1. (29) 
Gt 

Величина эта зависит от выбора плотности р(Р) и даже 
не обязательно конечна. Естественно поставить вопрос о 
выборе р(Р) так, чтобы минимизировать 220. 

Теорема 3. Минимальная дисперсия Обо реализу- 
ется в случае, когда плотность р(Р) пропорциональна 

[7(Р) | и равна 
DZ, = Ji/Ppiary _Р. (30) 

С 

Доказательство. Если плотность р(Р) пропор- 
циональна ||(Р)|, то она равиа 

Р(Р) ПИРУ ПКРУЧР (31) 

Подставив (31) в (29), получим, что Р,=0 40. 
Осталось доказать, что, какова бы ни была допусти- 

мая плотность р(Р), дисперсия 22,046. А это легко 
доказывается с помощью неравепства (1), стр. 292: 

ПИАР [|= [ар | |1ИроНр зар | < 

< (fp-'aP | pap < | Pp-a. 
Gr Gr Gr 

Следствие. Если подынтегральная функция [(Р), 

не меняет знака в С, то, 22, =0,
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Отметим, что плотность р(Р) тождественно равпа 
нулю в области Со, в которой [(Р)==0. Этот результат 
согласуется с выводом из теоремы 1, что область, в ко- 
торой |(Р)==0, выгодио при иптегрировании исключить. 

В действительности использовать плотность (31) для 
расчета интеграла (28) нельзя, ибо в (31) входит значе- 
ние | |{(Р)|АР, вычисление которого представляет со- 

б 
бой задачу, эквивалентную по трудпости исходной зада- 
че (в случае знакопостояпной функции [(Р) — в точио- 
сти эквивалентную). Однако из теоремы 3 можно сде- 
лать вывод, что желательно выбирать плотность р(Р) 

по возможности пропорциональной ||(Р)|. Такой метод 
выбора р(Р) часто приводит к величинам Со с неболь- 
шими дисперсиями. Он был предложеи Г. Капом [142] 
и называется методом существенной выборки (ппроап- 
се затрИпо), ибо если р(Р) пропорциональна |[{(Р)|, то 
в тех частях области С, в которых |{(Р)| больше п 
вклад которых в /о более существен, будет выбираться 
больше случайных точек. 

Возможна и другая иптерпретация целесообразности 
выбора р(Р) пропорционально {(Р) (в случае зпакопо- 
стоянной |(Р)): чем ближе 2,=]{(Р)/р(Р) к постоянной, 
тем меньше дисперсия Обо (0). 

Очень сложные плотности р(Р) использовать пе ре- 
комендуется, так как тогда процесс реализации случай- 
ных точек @ с плотнослью р(Р) станет очень трудоем- 
ким. Заметим, что для вычисления иптеграла 

ю = | 2 (Р) р(Р)аР 
.: 

G 

пе обязательно использовать оценку 9х: можно приме- 

пить какой-нибудь из методов п. 3]. 

Пример. Интеграл 

I 

1 — ( Xd x, 

0 

рассмотренный в пп. 2Зи 3.1.1, молаю представить в виде 

1 

J = (3/2) | eX (1 + x)7!p (x) dx, 
0



$ 3] СПОСОБЫ ПОСТРОЕНИЯ ХОРОШИХ ОЦЕНОК 11] 

где р(х) = (2/3) (1--х). Значения случайной величины & с плотностью 

р(х) вычисляются по формуле $ = Ут -ЕЗу — 1(метод обратных 
функций), а оценка равиа 

у 
N 

Oy = (3/2) Nod У é (1 -- Ea 

i=] 

В эгом примере дисперсия осредиясмой величины Z(&) = (3/2) 28 (1-- 
1. £)—! panna 

DZ == (3/2) | e* (1 + x)~'dx — /? = 0,0269. 
0 

Эго гораздо меньше, чем в п. 2.3, и меньше, чем в п. 3.1.1. 

3.2.2. Метод существенной выборки позволяет строить 
хор лине оценки для песобственных иитегралов (28). 

Предположим, что область С ограпичена, но 

\ Р(РуаР =. (32) 

В этом случае простейший метод Монте-Карло позволя- 
ет записать оценку интеграла (28) 

м 
Oy <= (Ve/.V) > [ (Qi), 

где точки Q,; paBHOMeplo pacnpenetelbl B G, a Ve— 
объем С. Однако оценка эта плохая, ибо DO,=0oo. BTo 
же время оценка, полученная методом существенной вы- 
борки будет иметь конечную дисперсию, если выбрать 
допустимую плотность р(Р) так, чтобы интеграл, фи- 
гурирующий в выражении (29), сходился. Такие плот- 
ности всегда существуют. В частности, этому требова- 
нию удовлетворяет плотность (31). 

На практике, если подынтегральная фуипкция [(P 
имеет особенность, то стараются выбрать плотность р (7? 

с той же особенностью, так, чтобы отношение {(Р)/р(Р 

было ограниченным. Прием этот часто пазывают вклю- 
чением особенности в плотность. 

Предположим теперь, что функция {(Р) в (28) осо- 
бенностей не имеет, но область интегрирования @ н-<- 
ограничена. Чтобы оценить такой иитеграл, можно 

) 
)
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выбрать ограниченную область С(.<С так, что 

{| КРаР | <e, 
G—G, 

и строить оценку для интеграла по области С.. Вместо 
этого можно попытаться заменой переменных преобразо- 
вать С в копечную область. Однако наиболее естествен- 
ным, по-видимому, надо считать использование метода 
существенной выборки. И в этом случае также рекомен- 
дуется включать особенность в плотпость, т. е. выбирать 
р(Р) так, чтобы отношение {(Р)/р(Р) стремилось к по- 
стоянной при |Р| -> oo, PEG. 

3.2,3. Один тип интегралов с особенностью. Обо- 
значим через С шар х?-- у?--г2 < К?. Во многих разделах физики и ме- 
хапики встречаются интегралы вида 

{[n(P, P) p CaP dP’, 
GG 

  

где обе точки Ри Р”’ принадлежат С, а р — расстояние между этими 
точками: р=|Р— Р’!|. 

Рассмотрим интеграл такого типа с особептостью 

I = (1 (р) р ЧАР аР’, (33) 
GG 

Ine функция Ah(p) ограничена и й(0) >20. Интеграл (33) абсолютно 
сходится при а<3. 

А. Для того чтобы вычислить интеграл (33) простейшим методом 
А\онте-Карло, выберем две независимые случайные гочки @ ин С’, рав- 
номерно распределепные в С. Так как плотности их Ро (Р) = 

= Ро’ (Р’) = 1/Ус, то положим Z = Veh (р) “%, rae p=|Q— Q’, 

Ис = (4/3) лЮ3. Тогда М2 =/, а дисперсия 2 равна 

DZ = V2 || h? (p) p~?*dP dP’ — 7°. 
GG 

При 1,5 <а<3 последний интеграл расходится и 04 == со. 
Б. Воспользуемся методом существенной выборки и выберем 

совместную плотность р(Р, Р”) случайных точек О и ©” так, чтобы 
опа содержала такую же особенность, как подынтегральная функция. 
Так как р(Р,Р”) =ро (Р) Ро (Р'ИР), то точку @ будем по-прежнему 

считать равномерно распределенной в С: ро (Р) = 1/У..` 
Для определения Ро, (РР) перенесем начало координат в точку 

Р и выберем сферические координаты г’, 0’, ф’с центром вР (рис. 38). 
Направление (из точки Р) условимся задавать единичным вектором ‹, 
а расстояние по этому направлению от точки Р до границы шара С 
пазовем /(%). Пусть 

Ро’(Р” |Р) = (41) (3 — a) (r’) LB, - (34) 
де г’ = |2 —Р|, а®= (Р’—Р) |",
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Нетрудно проверить, что формула (34) действительно определя- 
ет условную плотность вероятностей: при любой фиксированной 
точке 

' ’ Ко) | ра’ (Р’1Р)аР” == $ (4л)4® | (3—а) ("Зам =1. 
0 

Рассмотрим скалярную случайную величипу 

Z(Q, Q') = 4лУс (3 — 9) 11 (р) B-™ (a), 
где р== | 9’ — 9], «= (©’— 0)/о. Нструдпо вычислить, что 

MZ = |] Zpq (P) pg: (P’ | P) dP dP’ = ({h(r') (r')~%dP dP’ = 1, 
GG 

а дисперсия этой величины равна 

DZ = (4^У с)? (3 — a)? {f A276—2a,, dP dP’ — i, 

GG 

Так как функция й(0) ограничена, а { пе превосходит диаметра шара 
С, то последний интеграл сходится, и 
дисперсия 22 конечна при всех ©<3. 

В. Из-за симметрии задачи интег- 
рал (33) может быть сведен к трех- 
кратному. В расчетной схеме методов 
Монте-Карло этот факт учитывается 
«автоматически», если при реализа- 
ции случайных точек принимать во 
внимание симметрию. Чтобы показать 
это выведем расчетные формулы для \ 
обоих способов расчета /. 

Сферические координаты точки @ 
в обоих случаях можно вычислять 
по формулам (14) гл. 2. Однако из 
соображений симметрии ясно, что 
точку О можно выбрать на оси Ог. 

Xn = = Поэтому положим а =#9 ' Puc. 38. 

В способе А точка @’ также равномерно распределена в С. Из со- 
ображений симметрии ясно, что можно ее выбирать в плоскости 
ф’==0 и считать, что 

20’ = То, $11 9о,, Ус’ —0, 0 =Го, с0$ о’, 

  

  

  

где с0$ бо, = 2y’ —], Го’ — RY yy". 

Получаем следующий алгоритм для расчета / методом А: 
1) Формулы для 1-го испытания 

3 -— — 
го = ВУТ, cos Oy, = 2’ — 1, ro = RY, 

- .2 о = И =, — 2” ога’ cos Qo, +, 

  

ВИ М, Сободь
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2) Если р = р, — значение р, полученное в {-м испытании, то 
N 

: 72 yp — — ~ fa == УМ ‘Ул (ор р”. (35) 
[=] 

В способе Б случайную точку О’ с плотпеслью (34) можно стро- 
ить следующим образом: сперва из точки О надо выбрать случайное 
паправление ® (п. 2.4.2 гл. 2); зам на луче Р’ = О-о выбрать 
случайное расстояние р с фуикцией распределепия Рр(”’) == (7’/1 8—9, 

zh 0<"-<1 (где [=Ко));: тогда О’= 
=(Q-+ow. 

В самом леле, условная плот- 
ность точки ()” (при условии О==Р) 
в сферических координатах г’, 0’, gy’ sc 
центром в Р равна 

Po(P'/P)r’?sin 0’ =, 

= [(4n)~! sin O'}[(83—a) (6°)? 20/2], 
Первый сомножитель равен паотно- 
стн случайного направления ®(в сфе- 
рических координатах), а второй — 
это условная плотность случайного 

  

  

  |” o р расстояния на луче Р^”=Р-Ег’ю при 
условии, что ® уже выбрано. 

Те же соображения симметрии Рис. 39. р 
что в случае A, позволяют выбирать 

направление @ в плоскости ф’=0. Оно определяется одним пара- 
метром и==со$ 0’=2у’— 1 (рис. 39). Вычислив *) расстояние [ = 
=|{, — 9], получим следующий алгоритм для расчета / методом Б: 

1} Формулы для #-го испытания 

го = КУ? н=2’ — 1, 

t= —prg t ИУ R—Bd—w), paly ye; 
  

2) Econ! =1; 4 р=о; — значения [и р, полученные в Г-м испы- 

тании, то 
N 

Ih = 4nVo (3—a)—'N-! S) A (p,) Bo. (36) 
i=l 

В обоих алгоритмах — (35) и (36) —па каждое испытание за- 
трачивается всего три случайных числа, так что фактически вычисля- 

  

*) В векторных обозначениях 2 =@-Ню. Так как (С, [.) =2?, то 
получаем квадратное уравнение Ё(®, @)+2/(Q, о) + (9, @)=8?, 
в котором (®, ®) =1. Решение: [= — (®,9)-НУ (®, 0)? -- А? — (0, 0). 
Чтобы перейти к декартовым координатам, заметим, что Q={0, Toh, 

a «= {т 0’, 0, соз 0’}. Следовательно, (©, О) = о, (o, 0) == 
= го COS 0’.
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стся трехкратный ипгеграл. В общем случае, когда фуикция #й(Р, Р’) 
зависит не только от расстояния р=|Р—Р”|, а от самих точек Р 
и Р’, пришлось бы моделировать все шесть координат точек © и ©”. 

Г. Рассмотрим численный пример: иптеграл (33) в случае 
й(о) =л-?, Ю=1: 

= (1/л?) [[ p~%aPdP’, 
ae 

где С — единичный шар х?-- у?--2?<1. Некоторые значения этого 
интеграла: 6=4, / =32/15, /-1==64/35. 

Запишем оценки (35) и (36) для Ги Го: 

il 

N 

(16/9) vy 0715 iby = (16/9) NTS op? 
i=] i=] 

Б ‹ ` Ром = (8/3) МУ В: Ви = (6/3) ММ 1, 

if N 

| 

Нетрудно заметить, что в этом случае оценка /В зависит лишь от 
двух случайных чисел. 

Вычислим дисперсии соответствующих этим методам величин 
He pops npHBCeHbI B NnyuKktax Au B): 

откуда следует, что г =2,060, DZ) —= ®. Для оценок типа Б 

226,) == (16/3)? (3 — а) 2л—? [| [6 -?9р(Р, Р’)аРаР' 
GG 

(a) 

Пусть а’==2а — 3, так что 6—2а=3 — а’. Тогда 

DZ?) == (82/3) (3 —a) 1, — Ph, 

откуда следует, что 024, = 6,201, DZ: 9) = 6,756. Интереспо отме- 

тить, что 2241) >02). Этот пример показывает, что неудачное 

пспользование существенной выборки приводит к увеличению дис- 
персии. 

Таблица | 
  

  

        

Точные 
значения Jy==2, 13 Г=1,00 

р v с D езультаты расчета РА 1,18 jBat,48 А, 13 5 9 

Ошибки —0,35 —0.65 —2,06 —0,63 

Вероятные стшибки 0,34 0,49 со 0,55 

Го     

  

  

х*
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В табл. 1 приведены результаты расчета всех четырех оценок 
при №М==10 с использованием случайных чисел, указанных на стр. 108. 
Здесь же указаны ошибкн расчета и вероятные ошибки Го. 

3.3. Симметризация подынтегральной функции. 
3.3.1. Простая симметризация. Пусть требу- 

ется вычислить интеграл 

b 

= |1) 4х 

по конечному интервалу а<х<. Рассмотрим случайз 
ную величину Ё, равномерно распределенную в этом ин- 
тервале, и величину (== (6—а)| (=). Так как Мё==/[, то 
простейший метод Монте-Карло приводит к оценке ин- 
теграла 

  

b—a ы 
Oy = N Xf (i) 

rye &,..., €y—lWe3aBHCHMble 3Hayenna &. 
Рассмотрим теперь симметризованную функцию 

1 № (х) = 5 И + Гал) 

интеграл которой по-прежиему равеп Го, и пусть 2) = 
— (5—а)|‘? (=). Ввиду того, что М2) =[, можно за- 
писать симметризованлую оценку интеграла 

м 

OF = 55 ХИ + а -+ь-— 

Так как математическое ожидание квадрата 24 
равно 

b 

MIZP = AS") (PF (x) + 2 (x) [a-+b— 2) + Pat b— 

  

b b 
—x)| dx = ae Naor +I f()F a +6 9 

а математическое ожидание квадрата Z равно 

b 

MZ? = (6 — a) § f? (x) dx,
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то легко доказать, что всегда М[2?]?< М2? и, следо- 
вательно, 27). Однако для расчета одного значе- 
ния 0“? надо вычислить два зпачения [(х). Поэтому 

трудоемкость оценки 0% будет меньше трудоемкости 
0, только тогда, когда DZ") по крайней мере вдвое 
меньше, чем 2. Оказывается, для мопотонных фуик- 
ций это всегда выполнено. 

Теорема 4. Если кусочно непрерывная Функция 
[(x) монотонна при ах, то 

DZ‘) < (1/2)DZ. 

Доказательство *). [13 выражений для дис- 
персий 

b b ; 
207 = (b — a)f f2(x) dx +(6 — a) § f(x) = f(a-+-b--x)dx—213 

И 

b 

DZ = (b—a)\ f(x) dx —IG 

вытекает, что утверждение теоремы равпосильно нера- 
венству 

b 

(b—a)| f(x) f(a+b—x) dx <I. (37) 

Предположим для определениости, ato f(x) не убы- 
вает и [(5) >[(а). Введем вспомогательную функцию 

v(x) = (b —a) fF (a -+b—ft) dt —(x —a)],, 

которая обращается в пуль па копцах отрезка ах. 
‘Троизводная этой фупкции 

v’ (x) = (b—a)f (a-+-b—x) Io 
монотонна, v’(a) >0, v’(b) <0; caenoBaTembno, u(x) 0 

a 

э 

*) Мы рассматриваем случай, когда f(x) непрерывна и диффе- 
ренцируема. Однако нетрудно видоизменить доказательство (вводя 
интегралы Стилтьеса) так, что ни дифференцируемость, ни непре- 
рывность [(х) не понадобятся,
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при а<х=<6. И можно записать очевидпое неравенство 

fot x) dx > 0. 

Проинтегрировав по частям, получим неравенство 

b 
| i (x) u! (x) dx <0 
a 

Подставив сюда выражение для 9’(х), получим (37). 

Случай невозрастаиия }(х) рассматривается точно 
так же, так как тогда и(х) < 0, /’(x) <0. 

Пример. Рассмотрим иитеграл 

1 

[= | e*dx. 

0 

Симметризованная фупкция в этом примере равиа [OO (x) = 
== (1/2) (ex +e'~*) (рис. 46), а 

Zh соответствующая оценка 
a r N 

=P — %. .— AE J a) — (24) ds (Vit ely, 
i= 

=? в”) Дисперсия осредпясмой величн- 
2 ны равна 

220) — (1/4) [2е — 
7 ye —(e — 1) (3e — 5)] = 0,00392. 

Это во много раз меньше, чем 
DZ =0,2420. 

3.3.2. О сложной сим- 
| — метризации. Интервал а 

0 7 т <х-< можно разбить на ко- 
печное число частей и на каж- 

Рис. 40. OH из них использовать прос- 
тую симметризацио. 

Рассмотрим случай разбиения (а, 6) па две равные части. Пусть 
c= (1/2) (a+). Toraa 

b 
(y) dy+| fly) dy = 

С 

    

o
e
 

1,2) | (f(y) + f(a +¢—y)| dy + (1/2) | (f(y) + fle + by) dy. 

В первом из этих интегралов сделаем замену переменной х=2у — а, 
ьоторая преобразует интервал (а, с) в (а, 6), а во втором — замену
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х=2у — 6, которая преобразует интервал (с, 8) в (а, 8). Получим 
выражение 

b 

In = { f(x) dx, 

где ° 

9 __ (tay 

№ (х) = (74| (* > "+ + [7—5 т |=) 

Следовательно, для оцеики питеграла /о можно использовать велч- 

чину 

    

A
=
 

02 — (1/M) № 22), 
hs
 

| — 

где 22) — значения случайной величииы 242) = (6 — а) 2) (Е). 

Пример. Рассмотрим интеграл 

[ = [ (2 — 3х — х?) ах == 1/6. 
£ 

0 

Так как {(х) =2— 3х — 42, то нетрудно вычислить, что 

FO (x) x— x, FO) (x) = (1/8) (1 + 2x — 2x?). 

Сравним дисперсии величин 

Z=F(y), 20 = f(y) 0 2 = (у: 
1 

DZ = { (2— 3x — 1°)? dx — 1/36 = 41/30 — 1/36 = 241/180; 
0 

1 

222 = [(х— x)? dx — 1/36 = 1/30 — 1/36 = 1/180; 

So 

1 
242) = (1/64) ( (14-2x—2x?)? dx — 1/36 = 9/320 — 1/36 = 1/2880. 

0 

Если обозначить время расчета /(x) через Ё, то времена расчета /[(!) (x) 

И (2) (х) приблизительно равны 2Ё и 42. Следовательно, трудоемкости 

трех способов расчета равны соответственно 

241¢/180 > 2/180 > 0,25¢/180. 

3.3.3. К сожалению, различные методы симметриза- 
ции, весьма наглядные и эффективные в одномерном 
случае, становятся громоздкими и трудно оцениваемы- 
ми при переходе к функциям многих переменных. Даже 
простая симметризация функции [(х, у, 2) по всем пере-



120 ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ГЛ 3 

менным в единичном кубе содержит уже 8 слагаемых: 

[== (1/8) [Р(х, у, 2)--1(1—х, у, 2) +1 (x, 1—9, г) -- 

ЕК 9, |—z) +] (1—x, 1—9, z) +7 (1—x, У, 1—2) -|- 

-ЕКх, 1—у, 1—2) ИИ», 1—9, 1-2) ]. 
Некоторые способы одномерной симметризации рассмотрены в рабо- 
тах [133, 136, 149]. См. также упражнение 6. 

При расчете методом Моите-Карло ряда физических задач [29] 
используют приемы, которые по существу представляют собой частич- 
ную симметризацию (по отдельным переменным). Например, вместо 
того, чтобы моделировать случайное направление каждой частицы, 

   
  

  

7 РРР 7” 

Рис. 41. 

вычетающей из задаиной точки О (рис. 41), по формуле со$ 9 = 
==2у — | рассматривают пару частиц, которые вылетают по направле- 
ниям 0, == агссоз$ (2у —1) и 02=л — 0;. Выбор направления 6.5 равно- 
силен использованию | —\ вместо значения \у. Такой способ модели- 
рования обеспечивает более равномерное расположение траекторий 
частиц в пространстве. 

3.4. Двухэтапные схемы расчета.,В некоторых зада- 
чах можно указать не одну «хорошую» оценку, а целое 
семейство, зависящее от параметров. Возникает вопрос 
о наилучшем выборе параметров. Обычно условием вы- 
бора служит требование минимума дисперсии оценки 
(при этом молчаливо предполагается, что время расче- 
та одного испытания слабо зависит от значений пара- 
метров). 

Аналитическое решение в этой ситуации, как прави- 
ло, невозможно. Однако можно рекомендовать числен- 
ный подход: на первом этапе весьма грубо вычисляются 
дисперсии оценки при различных значениях параметров 
(это нетрудно сделать методом п. 1.4 по небольшому ко- 
личеству ЛМ испытаний); па втором этапе решается ос- 
новная задача, при помощи оценки с наилучшей систе- 
мой параметров. Известные по первому этапу время 
счета и дисперсия позволяют довольно точно оценить 
объем работы, необходимый для достижения заданной 
зероятной ошибки,
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Мы рассмотрим два примера однопараметрических . 
оценок. 

3.4.1. В п. 3.1.1 для приближенного вычисления интеграла 

I= | (Р)р (Р)аР 
G 

использовалась оценка 

М 

9 =С- (11) № [F(Q) — 2 (Q,)1, 
{1 

где @;— случайные точки с плотпостью p(P), a В(Р) — некоторая 
фупкция, «близкая» к [(Р), иитеграл которой известен: C= 
= [й (Р)р(Р)аР. Обе функции [(Р) и #(Р) принадлежат [2(0; р). 

G 

Можно выбрать произвольный параметр а и рассмотреть более 
общую оценку интеграла | 

N 
ON = aC + (1/N) S [1 (9) — ай (9) (38) 

Действительно, в (38) осредняется величина Z = aC+f(Q)—ah(Q), 
математическое ожидание которой М2@) = [. По известной формуле 
о дисперсии суммы 

DZ — Df (Q) — 2ar V Df (Q) Dh (Q) + 22DA (Q), (39) 
где г — коэффициент корреляции величин {(Q) a h(Q): 

г=М {11 (9) — ПА (9) — С} [РЕ(9) р (0) -"?. 

Простые вычисления показывают, что минимум 02 (© реализуется 
при & = а, =г У Df (Q)/DA (Q)u равен 

min DZ = Dz) — (1 — r?) Df (Q). 
a 

(Теоретически возможен даже случай 22% —0, который реализует- 

ся при |,| =1; однако па практике, если |г| =1, то случайные вели- 
чины [(@) и #(@) связапы линейной зависимостью [(Р) =Ай(Р) + В, 
и искомый интеграл равен / = АС-- В; никакие приближенные оценки 
не нужны). 

Пример. Требуется вычислить интеграл 

1 
l= [ сах = 6—1. 

0 

Так же, как в п. 3.1.1, положим й(х) ==х, но вместо оценки (23) вос» 
пользуемся оценкой (38) y 

(2) = (0/2) ++ (1/№) У (ей — ал). 
{1
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Так как 
1 1 

Бр == | 6^*4х — 1? = 0,2420, Ой = [ х?ах — (1/4) = 1/12, 
0 0 

1 

Г УБР = ( (e* — 1) (x ~1/2 dx = (1/2) (3 —2), 
0 

то наилучшее значение 0==6(3 — е) =1,6903, и соответствующее ему 

значение дисперсии равно 

22%) = (1/2) (2? —1) —Р—3(3 — е)?=0,00393. 

Это примерно в 10 раз меньше, чем 22” в п. 311. Ничего удивитель- 
ного в таком результате нет: из рис. 42 видно, что прямая и=/[-- 
аз (х — 1/2) гораздо лучше приблежает функцию у==ех, чем пря- 

мая и= 7-х — 1/2. 
Yh. asa! 3.4.2. Чаще других встречается 

a д, чегод существенной выборки, за- 
{= висящий от параметра. Если при 

> всех а (из некоторого множества) 
.° =] плотности р(Р; а) допустимы по 

отпошению к [(Р), то интеграл 

о = | (Р}АР можио вычислять 
G 

методом  существепной выборки 
(п. 39) с любым а. Наилучшее 

\
 

    
7 значение и=а,) — это значение, 

при когором достнгает минимума 
интеграл 

9 e ! _ { (PF (Pye (P; @)) dP, 
р 1 L gt 

Рис. 42. 

фигурирующий в выражении (29) для дисперсии. Аналитическое ис- 
следование способов выбора а имеется в статье А Маршалла [157]. 
Однако на практике обычно выбор а осуществляется экснерименгаль- 
ным способом, указанным в пачале п. 3.4. 

Пример. Интеграл 
1 

[= [ “dx 
0 

вп 3.2.1 вычислялся методом существенной выборки с плотностью 
p(x) == (2/3) (1--х). Рассмотрим теперь семейство допустимых плот- 
постей 

р(х; а) = (1-+ах)/(1+-0/2), а>0. 
Для разыгрывания значений случайной величины & с плотностью 
р(х; а) методом обратных функций получаем уравнение 

(E+ a67/2)/(1-+-a/2) =y,
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решение которого истгрудно записать в явпом виде. Окончательная 
оценка ингэграла J: 

N © 

6% = (1 @,2) М" Ме: (14 а, 
1—1 

где &; = (11) ГИ 1+ a(a+2)y,—1]. 

В этом примере дисперсия осредняемой величины 
& = \— 

= (1+a/2) & (1--“=)Травна 

1 
02°) — | (1-- @/2) (1 -- ах) he *dx — 72. 

0 
После замены переменной аи==2(1--ох) это выражение превратится в 

2-2. 0 

29 = (2—1 а 1) 2% | ву уп, 
2a 

  

7022 = 

где интеграл выражается через интегральную показательную функ- 
цию ЕЁ(Х): 

р2 — (2—1 а!) е-2/ [Е1 (2 2/09) — Е! (2/а)| — №. 

При а==1 получаем для pz") выражение из п. 3.2.1, которое равно 

0,0269. Однако расчеты показывают, что дисперсия pz будет мини- 

мальной при а= 4 А 1,81, когда 27) —0,0040. 

$ 4. Интегралы, зависящие от параметра 

4.1. Использование зависимых испытаний. Предполо- 
жим, что требуется приближенио вычислить значение 
интеграла 

1 (a) = \ F(P, A) p(P) dP (40) 
G 

при нескольких значениях дейстрительного параметра A, 
например А^=А1,...,А.. Если при каждом из этих /^\ 
условие применимости простейшего метода Моите-Кар- 
ло выполнепо 

DZ (a) = | 2 (P, 2) p(P)dP—P(N Co, 
G 

то можно записать оцеику для [(^): 
х, 

By (4) = (ММ) > 1 (Qis 4): (41) 

где Оь..., Ох — случайные точки с плотностью р(Р).
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Оценка (41) справедлива при каждом из интересую- 
щих нас значений ^\,...,А.. Если функция [(Р, ^) не- 
прерывно 3aBHCHT OT A, TOM Oy(A) будет непрерывной 
функцией от A. Вычислив 0х(/1),..., 0»(^.) мы, конеч- 
по, получим значения, отличные от /(^1),... , ГА.) , но 
эти значения будут расположены на гладкой кривой. 
Если М достаточно велико, то кривая 0»(^) окажется 
достаточно близкой к [(^,) и по значениям 9»(^„) можно 
будет даже оценить производную Г’ (^,) (если она суще- 
ствует). 

Несколько неожидаииым может показаться утверж- 
дение, что результаты п. 1.2 не дают достаточного осио- 
вания для применепия оцеики (41). В самом деле, из 
(4) следует, что вероятпость неравенства 

| 8x (4) — 7 (^) [< xp V DZ (AYN (42) 

приблизительно равна В (если № достаточно велико). Это 
справедливо при каждом ^=^,. Но пельзя утверждать, 
что вероятность одповременного выполнения нескольких 
неравенств (42) при ^=^1,..., А; тоже равна В. , 

Формула (4) позволяет оценить все ошибки |0 (^») — 
—1(^») |, если для каждого А=А, вычислять 0х (/^„) по 
независимым испытаниям, т. е. считать, что 

М 

I (An) = IN) SF (Ques №), 
t-— 

roe Q;, mpu i=I, 2,...,N; k=1, 2,..., 6—HesaBn- 
симые случайные точки с плотностыо р(Р). Однако в 
этом случае приближенные значения интеграла даже 
при очень близких ^ могут различаться между собой на 

величину порядка YDZ/N nw результаты расчета пе дают 
верного представления о разностях 1(А..1} —1(А»). (Кро- 
ме того, при таком расчете приходится вычислять в $ 
раз больше случайных точек.) 

  

Пример. Вычислить интеграл 

2 

iQ) = { cos Ax dx =A! sin 21 
0 

для As=0,2, 0,4; ... 3 2,6.
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Таблица 2 

  

  

  

  

  

                    
  

»| 10) 9 et fro fal £4) 9’ at of rn 

0,2) 1,947) 1,929 1,929 0,0116 —0,056| —0,628| 0,196 10,30 

0,4| 1,798] 1,1722 1,732 |0,04И ,8|-—0,246| —0,851|—1,040 Ю,31 
0,6] 1,5531 1,401 1,474 10,08]2,0]—0,378| —0,955!-—0,299 |0, 31 
0,81 1,2491 0,997 0,915 JO, 14/2, 2;—0,433 | —0,939|—0, 175 |0, 30 

1,0} 0,909] 0,55 0,377 9, 19/2, 4/—0,415] —0,814/—0,056 |0O, 29 

1,21 0,563} 07105 | 05627 [9,242 6|—0,340| —0; 6001-07463 10,28 
1,4 0,239 —0,300 (),348 {0,28 

По фёермуле 
10 

01 (A) =0 ‚2 У Cos 2Ay, 

i=] 

проведены два расчета, результаты которых даны в табл. 2 и на 
рис. 43. В первом случае для расчета всех 09(^) использовались 

IAN 
20 

LO 

    Gr 

Рис. 43. 

одни и те же у, ..., \ю приведенные на стр. 108; соответствующие 
результаты обозначены кружками: 0°. Во втором случае для расчета 
каждого 0,(^) использовались новые случайные числа (образованные 
из пятерок цифр Таблицы на стр. 295, которые выбирались подряд); 
соответствующие рёзультаты обсзначены крестиками: 6+.
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На рис. 43 огчетливо видно, что значения O° расположены на 
гладкой кривой, сходной с /(^) (непрерывная линия), а значепия 0+ 
разбросаны около /(^). В табл. 2 приведены также вероятные 
ошибки 

riy(A) = 0,675 VDI, = 

= 0,675-10—"2 [2 —A—! sin 2a (17! sin 24 — cos 2A)]! 2. 

Значение №==10 невелико, и нельзя быть уверенным в том, что рас- 
пределение 9 достаточно близко к нормальному. Поэтому интересно 
отметить, что все ошибки 9 (Л) — Г(^) по порядку равны г{^). 

На протяжении многих лет метод (41) неоднократно 
и с успехом использовался в самых различных расчетах, 
по строгое обоснование его было впервые опубликова- 
но лишь в 1952 году А. С. Фроловым и Н. Н. Чен- 
цовым [92]. Этому же вопросу посвящены работы [67, 
78, 84]. В дальнейшем изложении мы следуем статье [78]. 

4.2. Вспомогательная теорема о погрешности простей- 
шей квадратурной формулы. Допустим, что для поибли- 
женного вычисления интеграла 

0 

HCHOIbsytorca .V фиксированных точек х1,..., Хм, прни- 
надлежащих интервалу (0, 1), и простейшая формула 

У 

[= (1/N) & f (xp. 
i=l 

Погрешность такого приближения зависит от функции 

f(x): 
N 

6 (/) = (IN) Sf (xi) — | fla) de. (43) 
L-= 

Обозначим через №. ([) множество непрерывных 

функций [(х) с кусочно непрерывными производпыми 
](х), такими, что 

1 

lt? (oP dx <L?. (44) 
0 

По сравиеиию с $ 2 здесь мы сужаем класс подыи- 
тегральных фуикций: там требовалось только, чтобы 
[(х} Е Гь, а здесь — (хх) = Г..
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Обозначим yvepes Sy(x) количество точек х; с поме- 
рами 1=<1=<,М, удовлетворяющих неравеиству х,<х. 
Нетрудно проверить, что 

N и 
Sw (x) = Же(х — 2), 

{== 

и представляет собой ступенчатую функцию (рис. 14). 
Теорема 5. Каковы бы ни были точки хь... Хх, 

верхняя грань погрешности (43) равна 
| 12 | sup 16 (А = || 15 (х) — МхР ах}. (45) 

ГЕ (L) 0 

Доказательство. Фуикция [(х) может быть вы- 
ражена через свою произ- 
BOJLHVIO 9} 

| Ny 

i) =1 (1) — | Mat = = 

=f(1)—|f elt—x)adt. 
0 ‚ 

Полагая здесь X=; H 
суммируя по г, получим, 9 
что 

№ < 

  

  

  

  

У К) = | N м 

1 1 , y - 

= — 1 $04. 

С другой стороны, иитег- “р | у 
рируя по частям, легко т... 
получить, что | | рис 44. 

\r@at=fay— VF ede. 
б б 

Вычитая последнее равенство из предпоследнего, полу: 
чим формулу для погрешности 

1 

6 (f) == | РМ — 5х (114. (46) 
0
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Из формулы (46), используя неравенство (1) 

(стр. 292) и условие (44), выводим, что если [(х)е= 
EW 3(L), To 

1 
19 

ве ПИ Sx— ede | Sy wer al | 
0 

эта величина как раз фигурирует в (45). 
Осталось доказать неулучшаемость последнего пера- 

венства. Для этого рассмотрим функцию 

x 1 —1/2 

g(x) =L | [Ni — Sn (t)} dt ме Ss (1) ral ° 
0 0 

1 

Так как | о’ (x)P dx = 17, то g(x) ИИ. (Г). Подставив 

<
»
 

[==<(х) в (46), получим, что 

| | 

8 = NINE Sw (OP dey 

Таким образом, теорема доказана. 
4.3. Оценка погрешности метода Монте-Карло с по- 

мощью распределения w?. Выберем М пезависимых слу- 
чайных чисел |1, ...,“х и рассмотрим погрешность 
простейшего метода Монте-Карло 

1 

УК — |7 (x) dv. (47) 
= 

т 
6(Р =   

В этом случае величины, входящие в (45), имеют весьма 
простой вероятностный смысл: Sy(x)/N — это эмпириче- 

ская функция распределения F y (x) выборки \1, ...,\м 
(ср. (17) гл. |), а х— это функция распределения ЁК(х) 
случайной величины у (при 0<х<1). Поэтому, соглас- 
но (18) гл. 1, 

, 1 1/2 | 12 02 \12 
> {iss (x) — Nx}? | = es — Е] АЕ (a) = (S| .
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Из теоремы предыдущего пункта вытекает, что Для 
простейшего метода Моите-Карло (47) 

sup [8(/)|= БУ 9. (48) 
few (LZ) 

Воспользуемся теоремой Мизеса — Смирнова, приве- 

денной на стр. 34: если М достаточно велико, то №4 << 
<х} == а!(х). Следовательно, можно выбрать любую до- 
верительную вероятность В пайти соответствующий ей 
корень х==хв уравнения а! (хв) =В и утверждать, что с 
вероятностью, приблизительно равной В, 

sup [8 (f)| <LV xiN. (49) 
JEW o(L) 

Из оценки (49) следует, что при достаточно большом 
№ с вероятностью, приблизительно равной В, неравенство 

15 (15 ЁУхыум 
справедливо одновременно Оля всех функций [(х)е 
=.(1.). 

Обратимся к интересующему нас случаю, когда вы- 
числяется интеграл вида (40) 

1 

ГА) = | 15, № 4х (50) 
0 

с помощью оценки вида (41) 
N 

Ile 
Ow (A) = ap 2a I (vi, %. (51) 

Из предыдущего результата вытекает, что если при всех 
а<)^-=<6 производная fe (x, ^) [., то с вероятностью, 
не меньшей чем В, при всех этих А одновременно 

|0» (А) — 1 (^) |< 2 (А) У хыМ, (52) 
где, очевидно, 

1/2 1 

оу - | [iste ya 

9 И. М. Соболь
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4.4. Численное дифференцирование оценки (51). Рассмотрим слу- 
чай, когда существует производная /”(^) от интеграла (50), и дока- 
жем, что по значениям 9 у ()) можно обычным способом эту произ- 

водную оценить: 

Г (А) = у .   

Допустим, что при а<^=<ф существуют вторые производные 

Хх, МеЕШИ | fay (x; ^,) | <C. Torna 

1 

Г (^^) = [Г Ах, №) ах, 
0 

а оценка (41) для этого интеграла равна производной от оценки (51): 

, ia. 
Oy (A) =W fy (vi>A)- 

Г 

На основании (49) можно утверждать (мы по-прежнему счи- 
таем, что М№ достаточно велико), что с вероятностью, не меньшей 
чем В, одновременно справедливы и неравенство (52), и неравенство 

| Oy AY —L (A)| < Li МУ хм, (53) 
где 

1 1/2 
L, (4) = | [ Fax (Xs ay]? is . 

Далее, в силу сделанных предположений, при любых фиксиро- 
ванных значениях %1,..., ?м функция (51) дважды дифференци- 

руема по А. Из разложения 

Oy (A +h) = Oy (A) + AOy (A) + (1/2) 4205, (A+) 

вытекает, что 

9 (АА) — 0», (А — 1) 

2h 
  — Oy д < + Ch. (54) 

  

Наконец, из (53) и (54) следует, что 

Oy (A+ h) —Oy (A— A) Xe. 
- a "< V tate,   

  

и это неравенство, одновременно, с (52) и (53), имеет место с ве- 
роятностью, не меньшей чем В. 

В этих условиях, по-видимому, целесообразно выбирать # поряд- 
ка 1/УМ,
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4.5. О таблицах случайных чисел. Оценка (49) в Ka- 
кой-то степени оправдывает многократное использова- 
ние таблиц случайных чисел, ибо по одним и тем же 
числам («по таблице») 
можно решать много за- у} 
дач: вычислять интегралы 
от любых функций f(x), | 

принадлежащих Wo (L). | Г Г | | Г. 
Оценку, аналогичную 
(49), можно получить для 
гораздо более широкого 
класса задач, включаю- 
щих вычисление интегра- 
лов от функций многих | 
переменных. Однако для 7 GF oy Ly 1 
всех функций [(х) u3 Ly 
оценка погрешности тако- Рис. 45. 
го типа невозможна. 

В самом деле, каковы бы ни были точки хь ..., Хм, найдется 
функция [(х) (рис. 45) такая, что 

а) f(x) =I (x) = soe =F (Xy) = 0; 

            

Sy
 

I 
6) № (x)dx = L—e, rae L >& > 0 — любые числа: 

0 

I 

в) { P(x) dx < L?. 
0 

Для такой функции, очевидно, 6(7) =Ё — в. Следовательно, при 
любых л1,..., ХМ 

sup fé6 (A [> L, 
feL, 

и величина эта не стремится к нулю, когда М > со. 

Упражнения к главе 3 

1. Записать формулы для расчета методом Монте-Карло интег- 
рала 

1 = [ПУЦх, у, 2) ах ду а (55) 
С 

от произвольной ограниченной функции [(х, у. г). Область интегри- 
рования С определена неравенствами х2-- у? <2<52. 
g*
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2. Требуется вычислить интеграл (55) от произвольной ограни- 
ченной фуикции [(х, у, 2) по области С, расположенной межлу 

     
    
  

   

  

    

2} 

Nereis 

0 L, Ty РА 

Рис. 46. 

227, 
zi il 

| 

tL 212, 

| _ 
0 Ij Ty у J 

Рис. 47. 

плоскостями Х=х: И Х=х. (рис. 46); сечение С плоскостью 
Х==Хо изображено на рис. 47. 

Случайные точки ©; = (5;, 1;, 6;) в области С будем выбирать 

по формулам 

Вр= ха Е 1; (х. — х)), 

= и (Е) +1: [Ye (8) — 9 (8) 

= (81 1.) + 1, [22 (1 1;) — 21 ($, Л.
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Можно ли в качестве оценки для / использовать среднее арифмети- 
ческое 

1 N 

мо f (Q;)? 

Если нет, то написать верную оценку, содержащую значения 

(9), ... , КЯм). 
3. Построить оценку с конечной дисперсией для вычисления 

интеграла 
© 

| x92 F (x) dx 
0 

B cayuae, korga f(x) ~x npn x—>oo un f(x) ~x? npn x-+0. 
4. Записать формулы для расчета интеграла 

— f f(x) ePXdy, k>O, 
0 

с помощью значений случайной величины & плотность которой рав: 
~~ AX Ha p(x) = “е “*. Доказать, что если [(х) = Ах”, то дисперсия будет 

наименьшей при а А и==А/(п-1). 
5. Условно сходящийся интеграл 

© 

= [хо 1 2лх ая 
1 

можно вычислить методом Монте-Карло с помощью оценки 

1 

i= 

где 

h(x) = > [(28 -- <) (2 -+1--х) 
b= 

Доказать, что МГА (у) sin xy] =/, D[A(y) sin my] < (1/2) 42(0) — 2. 
6. Рассмотреть симметризации функции 

Р(х) = а -- У (а, соз 2лАх -- В, т 2лАх) 
=] 

Ha интервале 0<х-<! и выразить дисперсии ОЁ(\), Dr (у) И 

ОК?) (у) через коэффициенты Фурье а, и 6, 
7. Рассмотреть функцию f(3) (x) = (1/2) [f (x/2) +f (1—x/2)] u no- 

казать, что хотя, вообще говоря, {) (х) == К® (х) (тде fF! (x) = 
= (1/2) [fF (x) +f(1—x)]), но по отношению к простейшему методу 
онте-Карло эти функции равносильны: 

МАЗ) (7) = М/® (у) = МЕ), ОЕЗ (у) = ОКИ (у).
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8. Требуется вычислить интеграл (12) ет функции {(Р)}=Ё. (0; р). 
Пусть ф!(Р), ... , Ф ‚(Р) —ортонормированные функции со средними 

значениями, равными нулто, т. е. 

{ 0; (P) Gq (P) p(P)aP = 8p, [ФАРУр(Р) dP =0. 

Рассмотрим семейство оценок для [ 

_ 5 
м = 1 Х |1 (90) — > во, (9) |, 

1—1 k=] 

где @, — независимые случайные точки с плотностью p(P), 

а Oy,..., &, параметры. 

Доказать, что дисперсия этой оценки минимальна тогда, когда 

+ = ГИР) Фь(Р)»(Р) ЧР. 

9. Случайная величина У, подчиняется биномиальному распре- 
(о) п, —] k . 

делению: Р {\, =]} = Cr Ph (1 — px) ‚ f=0, 1,..., Mp Cay- 

чайные величины У... , №; независимы. Требуется вычислить мате- 
матическое ожидание ограниченной величины \==р(у, ..., №;), кото- 
рое равно 

Phy eee ft 

My = У # (л,.--. 5)Р{я=й} ...Р{\, =}. 
й,.. >= 

Ecan Bee p10 nu s & 20, то количество слагаемых в этой сумме д 1025, 
Ясно, что на современных ЭВМ такая сумма вычислена быть не 
может. 

Построить простейший метод Монте-Карло для расчета Му и 
какой-нибудь алгоритм, соответствующий этому методу.



ГЛАВА 4 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ 
(СЛОЖНЫЕ ОЦЕНКИ) 

$ 1. Методы Монте-Карло с повышенной 
скоростью сходимости 

1.1. Выборка по группам. Этот хорошо известный в 
статистике прием ([24], стр. 218) может быть с успехом 
использован для уменьшения дисперсии. По идее он 
весьма близок к методу существенной выборки: здесь 
также предлагается выбирать больше точек в более «су- 
щественных» областях, одпако выбор регулируется не 
специальной плотностью, а указанием количества точек 
в различных областях. 

Итак, пусть требуется вычислить интеграл 

= | [(Р)р(Р)аР. (1) 
G 

Разобьем область интегрирования С на т частей 

G=G,+. e +Gn 

и введем обозначения 

р= ) р(Р)аР, ‚= | КРУ р(Р)ЧР. 
i i 

Очевидно, 

pike. bpm=l AK. n=l. 
В области С, рассмотрим случайную точку О? с 

плотностью р(Р)/р, и для оценки / воспользуемся
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простейшим методом Монте-Карло: так как 

1;=M[ps(Q®)], 

то, выбрав М, независимых peanu3anuit Q\,..., Qu. 

точки ©)‘ можем записать оценку для /[;: 

Складывая такие оценки для всех [, получим новую пе- 
смещенную оценку 

У Sy (9). (2) 

Общее количество  учайных точек в формуле (2) обоз- 
начим по-прежнему через ЛМ: 

N==N,-+. . Nn (3) 
Заметим сразу, что оценку (2) можно считать квадратурной сум- 

мой со случайными узлами. В самом деле, обычная квадратурная 
формула записывается в форме 

М 
l= a С»! (Р,), 

где точки Р!:;..., Ру, принадлежащие С, называются узлами, 

а числа С1,..., Су — весами. Если квадратурная формула точна для 

функций [(Р) =сопз, то С1- ... +Cy = 1. 

Оценка (2) дает нам такую же приближенную формулу 

N 

из
 

I= (PIN)! (<), 

—
 j=! s 

причем и здесь 

Т
А
 

i
M
 

> oy") =3 ppale 

Предположим. что |(Р)еГ2(С; р). Тогда точность 
простейшего метода Монте-Карло для расчета / харак- 
теризуется дисперсией оценки (14) гл.3, которая равна 

909,=07/М,
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где 

DZ = | f° (P) p(P) dP —P. 
G 

Найдем теперь дисперсию оценки (2). Очевидно, 
м, 

. m j . 
D0y = & (рим) Х Df (Q”), 

j= 8= 

и так как здесь точки О при $=1,... , М, независи- 
мы, ТО 

Dov = & (o; /Nj) DF(Q). (4) 
j= 

Легко вычислить, что 

р) = (В (P) p(P)dP — (ZL). (5) 
С. 

Теорема 1. Если разбиение G=G\+...4+Gn u 
число М фиксированы, то минимум выражения (4) при. 
дополнительном условии (3) равен 

by = т; p;V DI Dram | (6) 

и реализуется при 

м) = Np VDF QS, в УБР. (7) 
Доказательство. Согласно (6) величина bx равна 

6h = | 3» VERON, VIN | 
Используя неравенство Коши — Буняковского, получим 

rec ку 2? п, = Sa 7 Df (Qt), 

j=l 

где справа стоит (4). Остается проверить, что при под- 
становке (7) в (4) получается (6).
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В реальных задачах дисперсии 0}(9°), как прави- 
ло, заранее неизвестны. Известны лишь вероятности р.. 
Оказывается, этого уже достаточно, чтобы выбрать N,, 
обеспечивающие уменьшение дисперсии (т. е. неравенст- 

% 

BO 09» = D0 y) . 

Теорема 2. Если разбиение @=(1-|...--С(» фик- 
сировано, то при 

№, = Мр; (8) 

величина (4) не превосходит Обь. 
Доказательство. Умножив (5) на р; и просум- 

мировав по | от | до т, получим 

2 PDE (QM) = [P (P) p (P) dP — B (1; |p)). 
'Далее 

p=(§1) =|2uvava| < 
<> (рр р; = у (р). 

==] O
n
s
,
 

Следовательно, 

2 PPP (Q) <{P(P) p(P) dP — I = Dz. 

Подставив (8) в (4), получим выражение 

DOy lv =Np, = (1/N) > p DF (Q”), 

которое в силу предыдущего неравенства не превосходит 
((1/№М) 22 =00». Гаким образом теорема доказана. 

Теоремы 1 и 2 доказаны в [24] для случая выборки 
из конечного множества. Если выполнено условие (8), 
то выборка называется типической. 

В действительности выбирать №; по формуле (7) или 
(8) нельзя, так как №, обязаны быть целыми. Обычно 
выбирают любые из ближайших к (7) или (8) целых 
чисел, лишь бы удовлетворялось условие (3). 

Пример. Чтобы вычислить интеграл 
1 

T= {ede 

0
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с помощью М=10 точек, разобьем (0, }) на две равные части, и вы- 
берем в (0, '/2) всего 4 равномерно распределенные точки Е), ав 
Св I) —6 равномерно распределенных точек 202), Тогда ри == ро==, 
— 2, М: =4, № = И 

% 1 4 1 ( бу = >) exp + ae ee. 
8==1 

@) (2) 
Дисперсия этой оценки D855 = (1/16) De® -- (1/24) De® ‚ rae 

=) 1/2 ox 1/2 2 5 

Deb =2{ e'%dx—[2) dx | =e —1—4(Ve—1)* =0,03499, 
0 0 

g(2) 1 1 2 

Dee =2 | eds —(2 |e = 2? —e—4(e— Ve)” = 0,00493. 
1/2 1/2 

Следовательно, 00; ==0,00614, в то время как дисперсия простейше- 

го метода 09,==0,0242. Значения ЕЦ) И (2) легко вычисляются по 

формулам Е? =0,5у и eo 5(1+y’). 

1.2. Оценки с повышенной скоростью сходимости. 
Пусть С — конечная область в П-мерном пространстве 

переменных %1,...,хХ„, так что интеграл (1) П-крат- 
ный: Р== (x1, ..., x,), dP=dx,,..., Ах». Рассмотрим 

оценку Oy в случае, когда, т=— Ми все М№,=1: 

= Sp Я (Q”). (9) 

Обозначим через 4; диаметр *) области С; и предпо- 
ложим, что существуют положительные постоянные сии 
со такие, что при всех j—=1,2,...,N 

р:=< сы М, (10); 

а, с М", (11) 

Условия (10)—(11) означают, что все области С; рав- 
номерно малы как по вероятности, так и по геометриче- 
ским размерам. 

  

*) Диаметром области С называется верхняя грань расстояний 
между двумя точками этой области; 

d= sup [P,—P,]. 
P,, PseG
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Например, если разбить едипичный куб 

Ke={0<m<l,...,0<x,<]}, 

в котором р(Р)==1, па М=М" равиовеликих кубов с 
ребром 1/М (рис. 48), то, 
очевидно, все р;—=1/М, а все 

d;=Yyn/M. 

Teopema 3. Предполо- 
6, жим, что функция |(Р) и все 

ее частные производные пер- 
вого порядка ОНдх, непре- 
рывны в С ши при всех     1<А=—< и 

| Of/ox, | <L. 
7 1 dy 

Если выполнены условия 
Рис. 48. (10) и (11), то для диспер- 

сии оценки (9) справедливо неравенство 

DOy < e&L2N-1-2!n, (12) 

20€ C=NC\Co. 
Доказательство. Выберем внутри @; произволь- 

ную точку 5;= (54ь..., 5» а) И воспользуемся форму- 
лой Тейлора: 

КР) = ИЗ) + У ав 54), = (3 
где а,,„--значения производных Of/Ox, в некоторых 
точках (зависящих и от 5, и от Р), так что все |а,»| = 
<L. Из (13) следует, что 

п 

Df (Q®) =D py ai,r (Ex — $), 

где &7,...,Ё) — координаты случайной точки О®. 
Воспользуемся известным в теории вероятностей со- 

отношением 
п п __ 2 

ру „< ИБ 
Е =] kml
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и запишем цепочку неравенств: 

V DF (QM) (09) < У ИВ | [ар (Е —5/ в) S 

  

п 

<>» ИМ | Qj, k (Eq? — Sj ik <L У VM (Ef — 1%). 
k=] k=l 

Так kak QU EG,, то | 7 — $1. | <а, и, используя (11), 
получим 

    

V Df (QM) < <L Sd 4; < [пе М-—т. 

Последнее неравенство вместе с (10) позволяет оце- 

нить дисперсию Од»: из (9) 
N 

N “ 

20% = Х 2701 (09) < У (Гиеле, М1), 
f=1 = 

откуда следует (12). 

Замечание. В математической статистике оценки, дисперсии 
которых убывают быстрее чем 1/М№, иногда называют сверхэффек- 
тивными. 

С помощью теоремы 3 оценим погрешность 9х — /. 
Для этого в известном неравенстве Чебышева 

P{In—Mn|<A}S1—(Dr/h’), о (14) 
справедливом при любом й>>0, положим 9 = дм, а h= 

(1/8) И 29% ‚где =>0 — малое число. Получим нера- 

венство Р (10 —/| < (1/г) УБб»} > 1—:?.В силу (12) 

тем более имеет место неравенство 
* ' 

P {| Oy —/ |< (cL/e) N~U:2)-A')} > 1 — #2, (15) 

которое показывает, что со сколь угодно большой веро- 
* 

ATHOCTbIO OWNOKA Oy —J yOnipaer Kak N7O/2-/™) 2 @ 
6pictpee vem N7!/2, 

Конечно, при больших п это ускорение порядка схо- 
димости незначительно. И поэтому на практике оценка 
(9) используется редко. 

Теорема 3 впервые была доказана В. Дупачем [120] для случая 

в р(Р) ==1 и разбиения, изображенного на рис, 48. См. также 
1, 128].
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1.3. Сравнение с квадратурными формулами. Фик- 
сируем произвольные точки 5;=@; и рассмотрим квад- 

ратурную формулу 

N 

[=m р} ($). (16) 

Для того чтобы оценить ее погрешность, умножим (13) 
нар(Р) и проинтегрируем по С; 

I, = pjf (S;) + | арк (Хк — $: в) р (Р) аР. (17) 

] 

Интеграл, стоящий справа, легко оценить с помощью 
(10) и (11): 

( aje te — 81) p ar] <Ldjp;< LocyN-'-", 
"7 

Суммируя равенства (17) по рот 1 до М и используя 
последнюю оценку, получим, что в условиях теоремы 3 

N 

— 2 Pil ($) 

Сравнение (15) и (18) показывает, что порядок ве- 
роятностной оценки погрешности (15) на №-* лучше, чем 
порядок оценки (18). Это не случайность. Следует под- 
черкнуть различный характер обеих оценок: оценка (18) 
справедлива одновременно для всех функций рассмат- 
риваемого класса О, (Г) —с непрерывными частными 
производными |0]/0х.| <[; можно переписать ее в виде 

  

<cLN-¥a, (18) 

    

sup 

{=D;(L) 
[(Рур(Ру4Р — У wf (S) <cLN—-"1, 

j= G 

  

В то же время неравенство (15) справедливо для одной 
функции |{(Р) (хотя и любой) из О, (Г). 

Вопрос о наилучших порядках сходимости квадра- 
турных формул, в которых используются значения [(Р) 
в ^ заданных точках, и недетерминированных методов 
вычисления интегралов, в которых используются значе- 
ния /(Р) в М случайных точках, исследовался Н. С. Вах-
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валовым [2]. Для некоторых классов функций, задан- 
ных в А", оказалось, что если наилучший порядок схо- 
димости квадратурных формул (на рассматриваемом 
классе) равен №“, то можно построить недетерминиро- 
ванный метод интегрирования, порядок сходимости ко- 
торого (для каждой функции класса) будет с большой 
вероятностью равен №-®-!/2, И этот порядок сходимости 
тоже является наилучшим. (См. упражнение |1 на 
стр. 159). 

Практического применения такие недэтерминирован- 
ные методы интегрирования пока не имеют, вероятно, 
из-за того, что сами многомерные квадратурные форму- 
лы, на базе которых должны строиться эти методы, дос- 
таточно сложны. 

Другой подход к оценкам с повышенной скоростью сходимости 
использован в [85], где для некоторых классов функций доказано, 
что если имеется семейство квадратурных формул с порядком схо- 

`димости, равным N—*%, 0<a<l (na рассматриваемом классе), то, 
выбрав подынтегральную функцию из этого класса случайно, можно 
с большой вероятностью гарантировать для нее порядок сходимости 

М “172, если а+- И <1и М-, если а >1. 

$ 2. Случайные квадратурные формулы 

2.1. Случайные квадратурные формулы. Обычно 
квадратурной формулой для вычисления интегралов 
вида 

1= | ПР) р(Р)аР 

при фиксированной функции р(Р) называют выражение 
м 

[=> Ci (P)), (19) 

где и узлы Рь ...,РьЕС и веса Су,:;.. , Сы заданы. 
Естественно назвать случайной квадратурной формулой 
выражение 

N 
ГА ~ xf (Q”), (20) 

где Q™,..., QO — случайные точки, определенные в 
С (случайные узлы), а х!,..., хх» — случайные ска- 
лярные величины (случайные веса).
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Рассмотренные в $ 1 оценки (2) и (9) представляют 
собой частные случаи суммы (20) с фиксированными (не 
случайными) весами. 

Другой класс случайных квадратурных формул, в ко- 
торых веса х; являются фупкциями от узлов х;= 
=4,(Q, ..., 9"), был построен С. М. Ермаковым и 
В. Г. Золотухиным [34], использовавшими структуру ин- 
терполяционных квадратурных формул, точных для за- 
данной системы функций фо(Р), Ф!(Р), 3.., Ф(Р). 

2.2. Некоторые свойства интерполяционных квадра- 
турных формул. Рассмотрим произвольную И-мерную 
область @. Все функции будем считать кусочно непре- 
рывными и принадлежащими [2((; 1). Выберем систе- 
MY ортонормированных функций Ффо(Р), $Ф:(Р), ... 
..,Фи(Р) так, что 

to, (P) ф; (Р) dP = xj. 

G 

Для приближенной оценки интеграла' 

1 = | (Р) ф(Р)аР (21) 
G 

рассмотрим квадратурную формулу 

1 2 Cf (P)). (22) 
j= 

Фиксируем произвольные различные узлы Ру, Py,..., Pm 
и выберем веса Со, С1,..., С» так, чтобы эта формула 
была точной для функций [= фо(Р), [=Ф!(Р),...,|== 
—Ф»(Р). 

Полученную при таком выборе формулу (22) удобно 
записать в форме отношения двух определителей 

1 ;(Ро,..., Ри) (Ро,..., Ри), (23) 

где по определепию ; 

(Po) Gi (Po) «++ Фи (Po) , 

2 (Р!) ФР) ... Фи (Р) | (24)
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В самом деле, если в (23) подставить [=$; при 1 = 
<j<m, To B определителе Wo, (Р,...,Р») окажутся 

два совпадающих столбца и он обратится в нуль; в этом 

случае [= \ 9, (Р)ф(Р)аР=0. Если же [==Фи, то чис- 
б 

литель и знаменатель в (23) совпадут, но в этом случае 
2 [= | фФб (Р)АР=1. Единственное ограничение примени- 

б 
мости формулы (23) — это требование, чтобы Те, (Рь, ... 
.., Ри) 5-0. Если оно выполиено, то формула точна для 

любых линейных комбинаций вида [==Appo(P)+.. .+ 
-а„ф»„(Р), и поэтому представляет собой в каком-то 
смысле «разумную» квадратурную формулу. 

Лемма 1. Пусть ф(Р), Ф1(Р),..., Ф„(Р) — лю- 
бая совокупность ортонормированных функций в (Ц. 
Тогда 

|... [УЗаРь. . „Ри = (т 1! (25) 
G G 

Доказательство проведем индукцией по т. При 
т=2 

  

We, (Por Py) = Фо (Ро) 1 (Po) . 

Фо (Р!) Фи: (Р!) 

Отсюда 

Wo. = Po (Po) ф1 (Py) — 2@o (Po) P1 (Po) Po (Pi) 91 (P1) + 

+ 6 (Px) 91 (Po), 
И 

\\ w2dPdP, = 14+1=2. 
GG 

Допустим теперь, что для определителей порядка т 
формула (25) справедлива и интеграл равен т! Рас- 
смотрим определитель (т--1)-го порядка ‹,(Рь,... 

., Pm) MW разложим его по элементам первой строки: 
Фо (P;) "Рф (P;) Pia (Р,) `` т (P,) 

% (Рт) "Рф (? m) Pid (Pa) Pm (Pm) 

(26) 
  

Wo = ХР 

1Ои. М. Соболь
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Нетрудно заметить, что каждый из определителей в 
(26) есть определитель типа Уф порядка т: его столб- 
цы образованы значениями 7 ортонормированных функ- 
ций в т независимых точках. Согласно индукционному 
допущению 

{ Фо (P,) eee Prt (Р,) Pray (P;) eee Pn (Р.) "р aP | 

wore NT TSCT TT THO eh ee we ee Oe Oe woe ° 1 cee т=т 

| G Po (Рт)--"Ф—1 (Pm) Pray (Рт)-* Om (Pm) 

Поэтому, возведя (26) в квадрат и проинтегрировав 
(сперва по Рь, затем по Р1,...,Р»), получим 

  

Г... Пар. ... Ри = № | 9 (РдаРит! = (т 1)! 
С G {=0G 

Лемма 2. Пусть Ф(Р), Oi(P), « « « » Pm(P), H(P) — 
любая совокупность ортонормированных функций в С. 
Тогда 

1... ИУ зар ...АРт==0. 

Доказательство. Выберем новую функцию ф= 
= (V 2/2) [po (P) --ф(Р) ], которая также ортогональна ко 
всем @;(P),..., @m(P) 4 HOPMHpoBaHa: 

{or (P)aP = | [9Р +2 { ®фАР + [ЧАР] 1. 
G G G 

По известным правилам действий с определителями 

Wo = (V2/2) (We, + Wy), 
так, что 

№2 = (1/2) (3, + 2WoWy + ТУ). 

Проинтегрировав это равенство по всем переменным и 
использовав лемму |, получим, что 

(т 1)! = 

2+ IN +2 [...[WeWedPy ...dPm + (m + и 

откуда вытекгет утверждение леммы 2.
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2.3. Случайные интерполяционные квадратурные фор- 
мулы. Обозначим для краткости и(т--1)-мерную об- 
ласть, точки которой Т=(Р., Р.,..., Ри), через В== 
—=(СХ...ЖС и пусть 4Т=аР,аР,...аР„. Пусть да- 
лее В, — множество точек Г, в которых Уф, =0, а В*== 
—=В— Во. 

Определим случайные точки 0%, ..., О в Сби 
в качестве оценки интеграла (21) рассмотрим случай- 
ную величину 

и, (90°, ..., 9) 

О] = №. (94°, ..., 4?) 

0, если (0°,...,0”)=ЕВ 

‚ если (0°,...,0”)евт,   

(27); 

Teopema 4. Если совместная плотность pacnpede- 
ления случайных точек 0%®,..., 0 в В равна 

И Poy vo Pa (28) 

то для любой функции [(Р) из 1[5(С; 1) 

МЕЛ = | 1(Р) Ф (Р) ар, (29) 

ИЛ < [Р(Р)аР— > | {Pe ap]. (30) 

Доказательство. выберем произвольную конеч- 
ную функцию [(Р) из [2(@; 1) и обозначим через с;ее 

коэффициенты Фурье с; = ЕР ) Ф;(Р)аР. Пусть 

= lf) S евр) ар [РРаР-У 8 

Если 02520, то, введя функцию wp=(l1/a)[f(P)— 
т 

— > сю/(Р)| получим представление 
j=0 

f (P) = & cpp; (P) + a (P). | (31) 
10 *
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Легко проверить, что ф(Р) ортогональна ко всем Ф;(Р) 
и нормирована: 

1 (РаР=1; Sp(P) 9 (P)dP =0, 0<j<m. 

Если а=0, то представление (31) также справедливо: 
в качестве ф(Р) можно выбрать любую нормированную 
функцию, ортогональную ко всем Фф;(Р), 0<|=т. 

Подставив (31) в (24), получим, что 

]—=0 

С помощью последней формулы нетрудно вычислить ма- 
тематическое ожидание оценки (27): 

МВА = | (ИМ. рат = J. УПИ АТ = 
В 

1 
(m+ 1)! 

  

        J we aT + 

  

  
—x 

Po ae (m+ 1)! 

+o | WoW ydT. 

1 

(m 

Из последних двух интегралов первый равен (т-|-1)! 
по лемме 1, а второй равен нулю по лемме 2. Таким об- 

разом, М(0[}]) =со, что равносильно (29). 
ть ее к вычислению дисперсии: 

д 1 2 
M (8 [f})? = ) (И) РАТ = тет J W)dT = 

Bt 

  | [c3W5, + 2a0,Wo,Wy + a°W§] dT = 

  

24 2ac — и | ет vara + 

Е т | ЗАТ. 

Так как здесь J WidT < i АТ== (т--1)!-- по той 

же лемме 1, то М(б Пе ар, откуда вытекает
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неравенство, равносильное (30): 

РОЛ =М (611)? — co <a’. 
Впервые эта теорема была доказана в [34], а уточ- 

пение к ней —в [32]. Из доказательства видно, что знак 
равенства в (30) реализуется тогда и только тогда, 
когда 

J WaT = 0. (32) 

Это условие будет выполнено для любых функций [(Р), 
если объем Вь (п(т--1)-мерный) равен нулю. Иными 
словами, если Их —=—0 только на многообразных мень- 
шего числа измерений, ‘чем п(т--1), как, например, 
Po=P, И т. п. 

Равенство (32) не будет выполнено для некоторых 
функций |(Р), если функции фо(Р),..., Ф"(Р) линей- 
по зависимы в какой-то области (’<С с положительным 
п-мерным объемом: в этом случае № ‹х, =0 в области 
С’Х. ..ЖО’ с положительным п(т--1)-мерным объе- 
мом, и объем Ву положителен. 

Легко показать, что оба эти случая возможны. В самом деле, 
пусть С — интервал 0<х<1, т==1, так что В — квадрат {0<х < 1, 
0<х,<1}. Если выбрать фо(х) =1, ф1(х) =) 3 (1—2х), то 

1 V3 (1 — 2x) 

и множество Ву состоит из точек, расположенных на диагонали хо== %1 
квадрата В. Если выбрать @o(x) =1, 9, (x) =sgn (12 — х), то легко 
ВЫЧИСЛИТЬ, ЧТО 

W р, (Хо, %1) = =2УЗ3(ж — x1) 

    

1 Фа (%) 

1 Ф (1) 

и У. (х%, 21) ==0 в двух четвертях {0< <, 0<х<1}} и 

{2 <ж<1, 2=<х!<1} квадрата В *). . 
Верхняя граница (30) для дисперсии 09[7] имеет простой гео- 

метрический смысл: она равна квадрату расстояния (в метрике 
пространства Le) ot функции [(Р) до линейного подпространства, 
определяемого функциями Фо(Р), ..., Фи(Р). 

= Pi (X1) — Ф1 (%) 

    

Wo, (Xo» 1) = 

  

*) В качестве @,(x) в этом примере использована вторая функ- 
ция системы Хаара [82].



150 ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ (СЛОЖНЫЕ ОЦЕНКИ) ГЛ. 4 

1 

Пример. Рассмотрим интеграл 1 = { f(x)dx. Tlyctb m=1 и 
0 

заданы две ортопормированные функции: Фо(х)=1, фи(х) = 

== YW 3(1 — 2x). 
Обозначим через Ё и \ две случайные точки (вместо QO x 00) 

и вычислим определители, входящие в (27): 

И, = [() Ф, (1) — / (1) Ф» (5) = УЗ! (&) (1—2) — #(1) а — 281, 

И = Po (5) Pr (MN) — Фо (1) $1 (5) =2 Уз (——y). 

Из (27) и (29) вытекает оценка интеграла I: 

= 21 (Е — Е 209 F (6) — И — 25) FM), 
где Ёи \ имеют совместную плотность распределения 

Рут (Х, 9) =6(х— 1), О<ху<1. (33) 
1 

Для расчета интеграла / = ferdx по десяти значениям подынтег- 

ральной функции запишем оценку 

5 ei т, 
1 (1 — 2n,) e —(1— 2&,) e 

и 2 (8—1) “ 
  

i=] 

Дисперсия этой оценки, согласно (30), где имеет место знак равен“ 
ства, есть 

1 1 2 

об, = 1 dle] 11 | е?* 4х — [2 — | | 4 | 
0 0 

= 0,2 {0,5 (ce? — 1) —(e — 1)? — 3 (3 — e)?} = 0, 000788. 
Уменьшение дисперсии по сравнению с простейшим методом весьма 
значительное. 

Так как Pe yl, у) <=6, то удобно находить значения Ё и 1] мето- 

дом Неймана (п. 5.3 гл. 2): выбираем три случайных числа 7, Vis у; 

и проверяем условие у < (7:—%1)*. Если оно выполнено, то 

b= Vis 1; =; Эффективность отбора э==!/. Пример расчета по 

формуле (34) приведен в табл. 1. Результат этого расчета 9о== 1,731. 
2.4. Замечания. Методу И. 2.3 посвящено несколько работ [20, 

31, 137]. Исследователей привлекает большая общность метода и 
значительное уменьшение дисперсии. Однако он имеет и свои недо- 
статки. Во-первых, пока нет удобных и достаточно общих приемов 

для разыгрывания 1ечек 00), ..., 9? с плотностью (28) +). Во-вто- 
  

*) Если известна верхняя граница плотности p(Q pees, Qi”) = 
< с, то для разыгрывания точек 09, ...,0(” можно использовать 
метод Неймана, эффективность которого э== 1/с.
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Таблица 1 

v 
i g, "; Числитель Знаменатель 9 [#;] 

4 0,69186 0,0339 3 2, 2588 0,6579 1,716 
2| 0,91682 0, 12904 2,8043 0,7878 1,780 
3] 0,22564 0, 70177 —1,6128 —0,4762 1,694 
4| 0,95414 0,16021 2, 8182 0, 7909 4,782 
5 | 0,40837 0, 93030 —1,7569 —0,5219 1,683                 

рых, в формуле (27), вообще говоря, присутствуют отрицательные 
случайные веса (ср. пример п. 2.3); а формула со знакопеременными 
весами практически плоха, если число слагаемых велико. Чтобы 
устранить эти недостатки, надо использовать другие плотности 
р(Рь..., Рт), отличные от (28) (см. [33]). Наиболее подробно изу- 
чен случай, когда все точки 0‘?,..., 0") представляют собой 
функции от одной случайной точки QO (Б. Л. Грановский [20, 21]). 

$ 3. Использование смещенных оценок 

Все указанпые в гл. Зи 4 оцеки 9 интеграла 

I= | f(P) p (P) 4P (35) 

представляют собой несмещенные оценки: М0 =. Боль- 

шинство авторов ([33, 130]) включают условие несме- 
щенности даже в определение случайной квадратурной 

N 

j= 

f(P)eL2(G; p). ИМ мы отдали дань этой традиции в 
гл. 3, п. 2.4. 

Однако, как указано в гл. 3, п. 1.7, при больших № 
(когда количество используемых значений [(@°) вели- 
ко) для практических целей достаточно требовать толь- 

ко, чтобы оценка была состоятельной: 9—1. В самом 
деле, обычно порядок дисперсии 99=О(М№-!) и вероят- 
ная ошибка Гх оказывается Ги==О (№-!?). В тех случа- 
ях, когда смещение 090—/=0О(М№`'), ясно, что при боль- 
ших М порядок ошибки определяется величиной Гн, а не 
смещением, 

формулы (20), требуя, чтобы о: (9—1 для всех
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- ЗА. Взвешенная равномерная выборка. Предполо- 
жим, что нам удалось найти допустимую по отношению 
к |(Р) плотность р(Р), приближенно пропорциональную 

| Г(Р)|. Д. Хэндскомб [137] предложил в качестве оцен- 
ки интеграла по конечной области Ц 

I, = | Г(Р)аР 

использовать величину 

М N 
= 7 t o 

Oy = > | (a) ‚р (Qi), (36); 
i= i= 

rme Qi,...,Qn --независимые случайные точки, рав- 
номерно распределенные в (Ц. 

Естественно сравнить оценку (36) с оценкой метода 
существенной выборки, где рекомендуется использовать 
такую же плотность р(Р). Согласно п. 3.2.1 гл. 3 полу- 
чаем оценку Se 

N 
0. 

On = т» I о, 

mi P ( i) 

где ©, ..., Ох — независимые реализации случайной 
точки @ с плотностью р(Р). Сразу видно, что при слож- 
ных р(Р) расчет по формуле (36) гораздо проще, так 
как не требуется разыгрывать точки @; с этой плот- 
НОСТЬЮ. . 

Предположим, что | [[(Р) [АР < оо. Тогда по теоре- 
м 

ме Хинчина (стр. 87) величина (Ve/N)> Е (0:) => 1, 
I 

N 
а величина (Vo/N) & p (Qi) -->1, когда М-> со (здесь 

У‹ — объем области С). Следовательно, по известному 

свойству сходимости по вероятности, величина 9х также 
сходится по вероятности к Го, так что оценка 9х» состо- 
ятельна. 

Оценка (36) исследовалась в работе М. Поуэлла и 
Дж. Свэина [164]. При некоторых предположениях от- 
носительно [(Р) и р(Р) удалось доказать, что, когда
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N — со, дисперсия | 

Об = 42 [1 (Р) — рРРаР + 0[). (37) 
а смещение " 

Mov — 1, = 0(V/ Doy/N). 
Легко видеть, что сель [(Р) 20 и р=р(Р) =1(Р) То, то 
главные члены в Об» и М@,—/ обращаются в нули (ср. 
с методом существенной выборки). 

1 

Пример. Вычислить интеграл / == | e“dx==e—1. Пусть р(х) = 
0 

== (2/3) (1-х). Оценка (36) при М==10 равна 

_ 10 y 10 

O15 = 1,5 >) е (10+ » 7 

i=1 | i=! 

Главный член дисперсии в этом иримере легко вычисляется: 

] of ] ] 5 28 
7 | (ele (Г ах = ще — 5(5—5 е- 57! 

0 
в то время как для простейшего метода Од, ==0,0242. 

3.2. Простейший метод Монте-Карло с поправочным 
множителем. Пусть требуется вычислить пнтеграл вида 
(35), где р(Р) — заданная плотность вероятностей, оп- 
ределенная в Си ОФ, ..., Ох — независимые реализа- 
ций случайной точки @ с плотностью р(Р). В качестве 
сценки интеграла /Г рассмотрим величину 

_ N N 

v= [4X Fa] lt v1], (38) 

)= 0,00287, 

=] 

где фуипкция о(Р) пока не определена. Если Мо(0)==1, 
то оценка (38) будет состоятельной (доказывается так 
же, как в п. 3.1). 

Оценка (38) сходна с оценкой (36), так как при болыпих М 
с большой вероятностью 

гм 1-1 Гл —1 Нины" 
- 1 . I . 

alta Bl) = BCA. 
t=]
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В то же время для 0 гораздо легче вычислить математическое 
ожидание и дисперсию. 

Теорема 5. Если (Р)еГЬ(С; р), э(Р) =Го((; р) 
и Мо(0) =1, то 

Мбы = 1 — у {1—9 раР, (39) 

бу = (1 -—1(2—орраР + (м (40) 
С 

Доказательство. Для краткости обозначим |= 
=={(О;:), 9:==0(0:). Заметив, что при 152 величины эти 

независимы, запишем 

_ N N 
Moy = вм. jon = yx | Mies + м (о | 

ПЕ [РЕ = 

= М2 [М (М — 1) МУМо + ММ 0)]. (41) 

Tak kak Mf=I/, Mu=1, то 

M6y =! —N'M(f— Jo), 

что равносильно (39). 

Перейдем к вычислению дисперсии О0х. Так как 

м 

м > ‚РРокОь 
1,7, i= 

— 
= о 

Moy = =-
 

то в сумме необходимо выделить слагаемые с четырья 
мя различными индексами (&, |, ЕЁ, [), с тремя различны- 
ми индексами, например вида (1, [,А, Г) с двумя различ- 
ными индексами вида (i, i, k, Rk) nau Buna (i, i, i, / и со 
всеми совпадающими индексами (ЬЬ)й. Тогда нетруд- 
но получить, что 

Мбм = N~*{N (N — 1) (N — 2) (N — 8) (Mf)? (Mo)? + 
+ N(N — 1) (NM — 2) [M (7?) (Mo)? + 4M (/0) ММо + 

“+ (Mf)? M (v?)} + NV (M — 1) [M (?) M (0) + 2{M (fo) }? + 

+ 2M/M (/v?) + 2MoM (f?0)] + NM (?0")}. 
2 

Вычитая из Мбм квадрат выражения (41) и принимая
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во внимание равенства М} =/, Мо=1, найдем выраже- 
ние для дисперсии 

Déy = N~*{N(N —1)(—4N 4.6) 22 + 
+ NV (N — 1) (N — 2) [M(P?) + 72M (v?)] + 

Pb 2N (N — 1) (N — 4) IM (fo) + N (N — 2) [M (fo)? + 
Е МАМ — ПМ (РМ (69°) + 27M (fo?) + 2M (f?0)) + 

+ NM (f?0")}- 

В этом выражении легко выделить главные члены 

бы = М" {— 4 + М (2) + РМ (*) + 27M (fo)} + 
+ 0(N-2) = N-!M[(f — 2/ + Iv)?] + O(N-2). 

Последняя формула совпадает с (40), и таким образом 
теорема доказана. _ 

Из (39) видно, что оценка 9» будет несмещенной для 
любой функции [(Р) тогда и только тогда, когда 9(Р) == 
==1. В этом случае (38) обращается в оценку простейше- 
го метода Монте-Карло. Однако для каждой конкрет- 
ной [(Р) существует бескопечио много таких 9(Р), что 

G 
Из (40) видно, что если э(Р) =2—[(Р)/Т, то главный 

член выражения 060, обращается в нуль и DOy= 
—0О(М№-?). При этом смещение в нуль не обращается и, 
согласно (39), равно 

Мб» — 1 = — (1№) Df (Q). 

В этом смысле оценка 9» хуже, чем оценка 0». Неясно, 
однако, играет ли указанное свойство какую-либо роль 
на практике, когда выбор р=]/[ или ч=2—]/ в ТОЧНО- 
сти невозможен. Заметим, что функция 9(Р) в теореме 5 
не обязана быть знакопостоянной, так что если A(P) x, 
ivf(P) и значение интеграла МА(О) =} h(P)p(P)dP= 

==C=40 u3BecTHO, TO целесообразно положить и==2— 

1 

Пример. Вычислить интеграл / = | е*4х= 1,7183. Так как 
6 

В(х) = 1-х”, то положим 9=2—(2/3) (1-х) = (7/3) (2—x).
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Согласно (38) при № ==10 получим оценку 

i=1 

Главный член дисперсии тот же, что в примере п. 3.1, так что 

00. = 0,00287, и вероятная ошибка го=0, 675Y D6, ~=(,036. Смеще- 

ние же равно Мб — /= —0,1 (1 — e/3) = —0,0094, т. е. в несколько 
раз меньше. (С увеличением № различие это еще увеличивается: 
например, при №==100 вероятная ошибка го 20,011, а смещение 
равно — 0,00094). 

3.3. Численный пример. Большинство оценок в гл. 3 и 4 иллю- 
стрировались одпим и тем же примером: формулой для расчета ин- 
теграла 

1 

I= [ 4х = 1,78. 
0 

Выпишем все эти формулы при №М=10 (точнее, с использованием 
десяти значений подынтегральной фупкции). 

Во-первых, две грубые оценки: 
1. Простейший метод 

т 
10 

0, — é м 

° 10 > ° 

2. Геометрический метод 

10 7. yy; 
| «а _, е, если еу, <е’, 

00 = Тб Zi где 2; = . 

rma , t 
[1 0, если еу;>е’. 

Во-вторых, четыре оценки, соответствующие основным методам 
уменьшения дисперсии: 

3. Выделение главиой части й==1--х 

в = БУ ‘т. 

4. Существенная выборка с плотностью р= (7/5) (1-х) 
0 Я 

3 е 
0% =56 УТЕЕ, де §, =P 1+ 3y,—1. 

i=] 

5. Симметризованная оценка 

15 [* 1—9, 
= 10d |: fig г. 

i=



$ 31 ' ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СМЕЩЕННЫХ ОЦЕНОК 157 

6. Выборка по двум группам 

к 

где 

Затем две оценки, соответствующие двухэтапным схемам расчета: 
7. Выделение главной части ит) при 0 == 1,690 

6,, =0, 8451 -- ту = 1 ,690y,). 
i=] 

8, CyulectBenllaa Bbi6opKa c p= (1-+a)*)/(1+0,5a0) mpu a=1,81 

10 ove 

9: = 0,1905 > TEE 

i=] 

где 

E, = 0,5525 (1/1 + 6,896y, — 1). 

Далее случайная квадратурная формула интерполяционного 
типа: 

1x (1 — 2n,) ei (1 —28,) 
9 — — =o   

Е; — i; , 

где для расчета пары . 1: надо выбрать три случайных числа %,, 

У;7; и проверить условие у; < < (1— т, )?. Если это условие вы- 

полнено, то; ==)» 1; = Vis в противном случае надо выбрать новую 
тройку случайных чисел. В среднем на получение кажлой пары 
ё;, И; придется затратить 6 проб. 

И, наконец, две смещенные оценки: 
10, Взвешенная равномерная выборка 

[хм ~ и) +} 
11. Простейшая оценка с поправочным множителем 

= (2) (#21) 
“ 

В табл. 2 сравниваются трудоемкости Но.0О@о этих оценок по 
отношению к вычислительзой машине БЭСМ-4: Во — это время рас- 
чета 9 в миллисекундах (Для смещенных оценок в качестве 00 
приведено значение главного члена дисперсии.)
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В табл. 3 приведены значения 9% и ошибки 9. — Г, полученные 
при расчете всех этих оценок с помощью случайных чисел \;, выписан- 

; и 

ных на стр. 108. (В качестве у; и 7у;, необходимых для расчета оце- 

нок 2 и 9, выбирались дальнейшие группы цифр из табл. 4 (стр. 295), 
умноженные на 1075.) Здесь же указаны вероятные ошибки Г. Лег- 
ко видеть, что фактические ошибки по порядку хорошо согласуются 
с вероятными ошибками, хотя количество слагаемых во всех оценках 
слишком мало для того, чтобы можно было гарантировать примени- 
мость центральной предельной теоремы. 

Упражнения к главе 4 

1. Пусть С — конечная область в П-мерном пространстве. Пред- 
положим, что дано разбиение С ==0(1--... -- @уи каждая из обла- 

стей С; центрально симметрична с центром $,. Пусть 9‘? — случай- 

ная точка, равномерно распределенная в С,, а 0” симметрична О“ 

(относительно центра $ р: оф +. Qu = 25. В качестве оценки для 

интеграла /, = ([(Р)АР рассмотрим симметризованную формулу 
G 

N 
V , 

(1) — 1 (/) (1. 6 = 27 li + F(Q”’)], 

где У, — объем области G;. 

Доказать, что если [(Р) и все ее частные производные первого 
и второго порядков непрерывны в С, причем для всех №, [= 
— 1, goss, ft 

[9° F/0x,0x,) < L, 

и выполнено условие (11), то для дисперсии 6) справедливо не- 
равенство 

д (1 —1—4 D6!) < c*L3n~!—4/n, 

re c=0,5n? (ft, 
При этих же условиях оценить погрешность квадратурной фор< 

мулы 

< сЕ М2. 

  

N 

| о — a VF (S)) 

Указание. Доказательства аналогичны пп. 1.9 и 1.3. 

(Для случая б=К” и разбиения, изображенного на рис. 48, это 
set доказано Н. С. Бахваловым [1]; см. также С. Хабер 
128]). 

`
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2. Доказать, что математическое ожидание оценки 

М— 

а У Кафы ate 
ММ". М 9 cee, M ’ 

Lage. of,=0 

все узлы которой зависят от одной случайной точки (у... 

равномерно распределенной в единичном кубе К”, равно 

MOy = | /(Р)аР. 
Kn 

(ГЛ 4 

, фи), 

(Б. Л. Грановский) 

3. Доказать, что величина VN (6, — ly) из п. 3.1 асимптотиче- 

ски нормальна, и вычислить главный член (37) дисперсии 00,,.



ГЛАВА 5 

РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

$ 1. Интегральные преобразсвания 

1.1. Итерированные функции. Рассмотрим функцию 
(Р), определенную в некоторой области С на плоскости 
= (x, у), и функцию К(Р, Р”), определепную при РеЕС, 
EG. aoe преобразование 

Ko (P) = [К(Р, Р)Ф(Р)аР! (1) 

¢ 
р 

р’ 

преобразует функцию ф(Р) в функцию Ко(Р), которую 
пазывают итерацией функции Ф(Р) с помощью ядра 
К(Р, Р”’). Второй итерацией фупкции ф(Р) (с помощью 
ядра К(Р, Р’)) называется функция ККоФ(Р), которая 
обозначается К?ф(Р). 

Очевидно, 

К?ф =] | K (P, P’) K (P’, P”) х(Р”) аР’АР". 

TouHo Tak xe onpegenaiotca K°p(P),..., Kip(P),..; 
Вычислять такие интегралы можно методами, указан- 

ными в гл. Зи 4. Однако задачи, в которых приходигся 
вычислять итерации функций, имеют свою специфику: 
обычно требуется не одна какая-нибудь итерация, а не- 
сколько или даже все итерации до некоторого порядка. 
Поэтому вычислительные схемы Монте-Карло выбирают 
так, чтобы все эти итерации вычислялись одновременно 
по одним и тем же случайным испытаниям. 

Далее, многие методы приближенного решения инте- 
гральных уравнений используют несами значения К‘ф(Р), 

1] И. М. Соболь
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а некоторые функционалы от А'ф(Р), чаще всего — ли- 
пейные, представимые в форме скалярных произве- 
денпй. 

Условимся записывать скалярное произведение функ- 
ций ф(Р) иф(Р) в виде 

(©, $) = [Ф(Р) + (Р)аР. (2) 

В следующем пупкте мы рассмотрим задачу о вычисле- 
HMM иитегралов вида (ф, К'Ф). Заметим, что если 0б- 
ласть С п-мерная, то интеграл (%, К'ф) представляет со- 
бой п (1--[)-кратный интеграл. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что 

p(P)eLle(G), p(P)eLl,(G), K(P, P’)el.(GXG). 

Эта запись означает, что 

| (АР < ©, АР, || КАРАаР' < ®. 
о GG (1 

Легко доказать, что если O(P)ELl.(G) и ф(Р) = 
Е. (С), то скалярное произведение (2) конечно. Это 
вытекает из неравенства (1) па стр. 292: 

[офаР| < [Нар < | [фчР. [Ч4Р}" < ©. 
G G   

Tak же легко доказать, что если @(P)eLlo(G) и 
К(Р, Р)=Г.(СЖС), то Kp(P)eLl2(G). B canom деле, 
из (1) следует, что 

КФ (РР < ( Кай ар} < [iO (P, Py dP! fy (PV AP’. 

Интегрируя это неравенство по Р, получим 

КР аР < J) К? (Р, Р')аР’АР [47 (Р’) аР' < <. 
G 

Отсюда вытекает, что и К?ф(Р),..., К®(Р),... при- 
надлежат [2(С). 

Пример. Область С представляет собой треугольник х>>0, 
и>0, ху Г (рис. 49), ядро К(х, и, x’, у’) =хх/ и. Если выбрать
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ф(х, И) =1, то 

1—^’ 

Ko (x, y) = Гы J dy’ (xx + yy’) = (x+y), o|
 — 

oe 

К*Ф (х, n= {ae | Чу’ (хх’- yy’) — = (x! ЕСИ; 

нетрудно проверить, что K'g = 6—181— (x+y) npu i=1, 2, ... 

1.2. Вычисление линейных функционалов от итери- 
рованных функ Предположим, что в области С за- 
даны фупкции p(P)els(G), p(P)ele(G), K(P, PS 
ELl,(GXG) и ‚ требуется вычислить интегралы ($, К) 
для |==0, 1, ‚1. 

Выберем. в С произвольную плотность вероятностей 
р(Р), допустимую по отношению к ф(Р) (см. гл. 3, п. 3.2), 
п произвольную условную плотность вероятностей 
р(Р, Р’} ==р(Р’|Р), допустимую по отношению к ядру 
^(Р, Р’). Условия пормировки 

[p(P)dP -=1, JSp(P, P’)dP’=1. 
С С 

Определим в С случайную траекторию Т; (рис. 50) 

T= (Qo> Qi >. . . > Q)), 

где точка (о имеет плотность 2(Р}, а плотиость точки 

YA 

va
 

  

  

Puc, 49. Puc. 50. 

©, при известном значении @,-1 равна р(@;-1, Р). Функ- 
цию р(Р, Р’”) часто называют плотностью вероятностей 
перехода из точки Р в точку Р’и обозначают р(Р—Р°), 

11s |
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а функцию р(Р) называют начальной плотностью. Тра- 
екторию можно интерпретировать как точку в СХ. ..Ж 
х@=0@'*'. Плотиость вероятностей этой точки равна 

Di(Qo, . - » » Q:) =p(Qo) P(Qo, Qi). . - P(Qi-1, Qi). (3) 

Фупкцию (3) называют плотностью траектории Т.. 
Введем в рассмотрение функции от траектории, на- 

зываемые обычно весами: 

K (Qo, Q1) K (Qi, Qo)... K (Q;_4, 9) 
  

и, — р (Ч, 1) р (01, Q,) ... р (9—1, Q;) ’ (4) 

которые определены при |=1, 2,..., 1. Для f=0 по- 
ложим ,=1; тогда справедлива рекурреитная формула 

и, = Wi-1[K (Qi-1, Qi) /p (Qi-1, Q;) j, (5) 

которая позволяет последовательно вычислять все , по 
мере расчета траектории. 

Обозначим через 6:[4] случайную величину 

0.[b] = [p (Qo) /p (Qo) | Wip (Qi). (6) 

Теорема 1. Если условия, перечисленные в начале 
пункта, выполнены, то математическое ожидание вели- 
чины 0;[$] разно ($, К‘) 

М6:[ф] = (ф, КФ). (7) 
Для доказательства теоремы вычислим это ма- 

мематическое ожидание: 

M9; [+p] = J... {6 fb] pedQ ... dQ. 

Приняв во внимание соотношения (3), (4) и (6), по- 
лучим *) 

МО; [4] — Se AQ, |. .. | W ipip (Q:) dQ, ... dQ; = 

G G 

= JP (Qo) dQ |... [ К (©, ©)... К (Qi-1, Qi)” (Q) X 

Хх dQ, ...dQi= | ф (4) 4%К (9) = ($, КФ). 

  

  

*) В этой главе переменные интегрирования иногда обозначают- 
ся той же буквой @; что и случайная точка.
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Доказательство теоремы нуждается в одпом уточнении. Плот- 
ности р(Р) и (или) р(Р, Р’) могут обращаться в нуль в тех точках, 

в которых %ф(Р) и (или) К(Р, Р”) обращаются в нуль. В таких точ- 
ках формулы (4), (5) и (6) не определены. Можно доопределить в 
этих точках и, и 9; [4], полагая их равными нулю. На значение ин- 

теграла это не повлияет, ибо если произведение р(@о)р(Ць, О!) ... 
...Р(9; 1, Ч равно нулю в некоторой области BCGX...XG, To 

произведение wp(Qo)K(Qo, ©!)...К (@; 1, 9;) также равно нулю 
в Ви интеграл по области В равен нулю. В дальнейшем мы огова- 
ривать доопределение соответствующих величин не будем, так как 
это всегда может быть осуществлено таким же образом. 

Теорема 1 позволяет построить метод Монте-Карло 
для расчета величин ($, К'ф). В самом деле, если по 
указанным правилам построить № траекторий вида Т:и 
для каждой из них вычислить 60;[4], то при достаточно 
большом № 

(ф, К) = И
М
 = 

0; 1$ 5, (8) 
$==1 

где 0.[ф], —значение 0;[4$], сосчитанное для 5-й траек- 
тории. Так как часть (9, —0,->...-— О; траектории Т: 
при |< представляет собой траекторию того же типа 
Т, то по тем же точкам можно вычислить 0;[4$], и оце- 
нить (1, КФ) для |<. 

Если требуется вычислить несколько скалярных про- 
изведений (1, К'ф) с различными функциями ф ит, го 
это можно осуществить с помощью одних и тех же тра- 
екторий Ть так как закон построения траекторий зави- 
сит только от р(Р) ир(Р, ЕР”), но не от фи ф; и если вы- 
брать положительную плотность р(Р), то она будет до- 
пустимой по отношению к любой 1(Р). 

1.3. Вычисление значений итерированных функций. 
Мы укажем три способа оценки К'ф(Р). 

1.3.1. Траектории с фиксированной на- 
чальной точкой. Формально, для того чтобы вы- 
числить значение К'ф(Р) в точке Р==Ро, можно выбрать 
p(P)=(P)=6(P—Po), где 6(Р) — дельта-функция 
Дирака *). Тогда из (7) вытекает, что 

M9,[6(P—Po) ] = (6(P—Po), K'g) =K'p(Po). 

  

  

*) Хотя дельга-функция и не принадлежит Ё2((), но скалярное 
произведение (0, К’ ф)ковечно.
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Выбор в качестве начальной плотиости дельта-функции 
означает, что начальная точка фиксирована: @о=Ро. Со- 
кратив в (6) (Qo) c p(Qo), можно переписать (7) в виде 

M {Wp (Q.) | Qo= Po} = K'ig (Po). (9) 

Итак, если все № траекторий Г; начипать с фиксиро- 
ванной точки ()о== Ро, TO 

М 

Ki (Ро) qe VWs (QQ = Pols = (10) 
где индекс $ имеет тот же смысл, что в (8). Конечно, 
формулу (9) можно вывести не прибегая к помощи дель- 
та-функции, а рассматривая лишь траектории, начина- 
ющиеся из точки Ри их плотность. 

Изложенный метод, очевидпо, неудобен, если пужиы 
значения АФ(Р) во многих точках, ибо из каждой та- 
кой точки пришлось бы строить «свои» № траекторий. 
Следующие два способа позволяют использовать одни и 
те же траектории для оценки К®Ф(Р) во мпогих точках. 

1.3.2. Средние значения по области. Обоз- 
начим через уз(Р) индикатор произвольной обласги 
Вс С: 

|, если РЕВ, 

0, если РЕВ. 

Пусть о(Р) — произвольная «весовая» фуикция. Если в 
формуле (7) положить bW—OYz, TO 

M9; [oye] = (ove, Kip) = 1 о (Р) Кч(Р)уаР. (11) 

7,(P) =| 

Формула (11} позволяет по N траекториям вида Т: оце- 
нигь среднее значение К’ф(Р) с весом о(Р) по любой 
области В: 

(Kip) = Jp (Р) КФ(Р) аР/1 р (Р) ар. 

так как стоящий в числителе интеграл 

м 

je (Р) К'ф(Р) = у У, 9; [ру в].. (12) 

Наличие справа величины уз имеет простой смысл: сум- 
мируются 6:[0], но только по тем траекториям, для ко- 
торых начальная точка (ое В.
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Копечно, падо иметь в виду, что если область В очень 
мала, то в (12) окажется очепь мало слагаемых, отлич- 
ных от нуля, и точность такого метода расчета будет не- 
высокой. 

Обозначим интересующую нас фуикцию через и=Аф (Р}. Ме- 
тод настоящего пункта позволяет вместо значений и(Р;!), ..., и(Рь) 

в заданных точках Р,..., Р, вычислить средине значения 

Ив,» ++, ИВ ‚по некоторым областям В1, ..., Ва ‚содержащим со- 

ответствующие точки Р;,...,Р. Оценить погрешность такого при- 

ближения нетрудно, если по полученным значениям Ив, ИА, 

можно составить себе представление о поверхности и(Р). Например, 
пусть вместо значения и(ло) мы вычислили среднее значение 

Xoth Xyt-h 

Uy = | u(x) x dx | х ах. 
xh Yooh 

Если и(х) о (х) =а--54?, то ошибка н, — и(хо} приближенно равна 

b (x9 + A) — (to — A)! y—oly)=m— ne fy? me ри? 
Up (ху) “ (Xp -|- h)- __ (Xy — 4)? Ро bh . 
  

1.3.3. Оценка коэффициентов Фурье. Выбе- 
рем в качестве ф(2) в (7) несколько ортонормнрован- 
ных функций 4 (Р), ..., ф»(Р), так что (фь, pj) = Gy). 
Здесь &,,-— символ Кронекера: 6,,=0 при А5] и бь==1. 
Формула (7) позволяет оценить коэрфициенты Фурье с: ь 
функции К®(Р) отиосительно фь(Р): 

сыь== (К'Ф, 4») =МОч,]. 

Если система функций 1,..., №» выбрана достаточно 
разумным образом, то 

т 

Kip (P) = © Cine (P), (13) 
=] 

и, вычислив приближенные значения 
iw у 

Ск А т > 9; [Pels, (14) 
$ == 

получим приближение (13) для К'(Р) во всей области. 
1.4. Случайные траектории с поглощением. Траекто- 

рии типа Т; — далеко не единственный способ вычисления 
итераций методом Монте-Карло. Зададим произвольную
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функцию а(Р), удовлетворяющую в @ условию 

0<а(Р)<1. 

Пусть $(Р) =1—а(Р), а плотности р(Р) и р(Р, Р”’) — 
такие же, как в п. 1.2. 

Определим в С траектории ТГ, случайной длины V 

Ty= (Qo > Qi >... —> Qv) 

по следующим правилам: 
а) точка Фо выбирается в соответствии с плотностью 

p(P). 
6) в точке (©, (где ]=0, 1,...) траектория с вероят- 

ностью а(0;) заканчивается и с вероятностью $((,) про- 
должается; 

в) если траектория не заканчивается, то точка 41 
выбирается в соответствии с плотностью р(@, Р). 

Естественно назвать а(Р) вероятностью поглощения 
случайной точки в точке Ри $(Р) — вероятностью рас- 
сеяния этой точки. 

Вероятность получить {-звенную траекторию Ть с со- 
ответствующими вершинами, расположенными в окрест- 
ностях точек Ру, Р!,..., Рь равна произведению 

1—1] 

р (Ро) dPys (Po) I р (Pj—1, Pj) dPjs (Pj) p (Ps—1, Pi)dPia(P,). 
]= 

Введем обозначение 

Be(Poy «+s Pi) = p(Ps) Hs (Pi) p (Pia, Pi) a(Pa); (15) 

тогда вероятность получить {-звенную траекторию Ty 
равна 

Р{\ = i} =}. . Ji (Pos eres P;)dP, os AP;. 

Запишем также условную плотность вероятностей тра- 
ектории Т., при условии, что у=й 

Pv (Por «e+, Рам = = р: (Рь,....Ро/Р {у =Й. 

Вдоль траектории Т, рассмотрим функции Й7, (веса), 
определенные (для |<“) рекуррентной формулой 

= =, (О, 9))/5 (9,1) р (б/-ь 991. (16)
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Сравнивая (16) с (5), легко заметить, что 

Wj (Po, ++, Pi) = Wj (Py «-2y Pj) 8 (Py) «2. S(Pj—-1)- (17) 

Обозначим через 6;[ф] случайную величину 

в: = [ф (@5)/2 (Ч) [Ф (95а (9.1. (18) 
Теорема 2. Если условия, перечисленные в начале 

п. 1.2, выполнены, то условное математическое ожида- 
ние величины 0;[%] равно 

М {9; Пу = 1} = ($, КФ {у = 4. (19) 
Доказательство. По определению 

М {И = = Г... | ВЕ В (@ь ...› 4 = д... 

dQ =f, rol Ka ее = 

_ ($, К) 
~ P {v= i}? 

Теорема 2 позволяет сформулировать метод Монте- 

Карло для расчета (4, К'Ф) с помощью траекторий Г’, 
В самом деле, реализовав Л таких траекторий, получим 
среди них Л; траекторий, состоящих из { звеньев. Оче- 
ВИДНО, 

М/МАР{у=й. 

А из (19) вытекает, что 

=
 

  (Ki) PEAY Tp, (20) 
rue 0,[p],—3Hayenue 0,[] на 5-й траектории (из числа 
{-звенных траекторий). Заметим, что последнюю фор- 
мулу можно заменить формулой 

М; 

(ф К) = у ХВ (21), 
1.5. Сравнение точности оценок (8) и (20). В оценке (8) осред- 

няются значения случайной величины 9; [$], математическое ожида- 

ние которой равно (ф,К!Ф). В (20) осредняются значения случайной
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величины &,;=Р{у=й9; [$], условное математическое ожидание 
. i которой равно также (ф, К $). Для того чтобы сравиить дисперсии 

этих величин, достаточно сравннть математические ожидания их 
квадратов. В первом случае 

МОИ =} Lee ; OF [0] P, (Qo, +64 Q;) Qo... dQ, (22) 

a BO BTOPOM 

М {= i} =f oS 6? py, (Qu: 0 Q/V = Г) dQ, eee dQ, = 

==xP{y=i} {... J 07 PTD; (Qos -++> Q;) 40. +... 40, 
G 

С помощью формул (3), (6) и (15), (18), приняз во внимание соот- 
ношение (17), нетрудно проверить, чго имеет место тождество 

07 (фур; = 02 [4128 (9%)... 8 (9,1) а (0). (23) 

Используем (23), чтобы преобразовать последнее выражение для 

M (E7|v = i) 
P {v= i} dQ,... dQ; 

$ (4) ..-5 (4—1) а (Q;)° 
  мЕь=й= |... [р (24) 

G G 

Вообще говоря, выражение (24) может быть как меньше, так и 
больше, чем (22). Однако в весьма важном частном случае, когда 
поглощение постоянно во всей области С или, другими словами, 
а (Р)==а, эти выражения равны. В самом деле, в этом случае 

P {v= i} =as' J... |p; (Po, ..+) Pj) dPo ++ AP; 
G G 

f 
г = 45, 

и дробь, стоящая в (24), равна 4%... 46.. 
Следовательно, в случае а(Р) ==а дисперсии равны 

00; [1] = 2 {Е=Й. 

Для того чтобы количество слагаемых в формулах (8) и (20) было 
одинаковым и равнялось №*, в первом случае надо построить М== 
—=/* траекторий типа Т;, а во втором случае, чтобы №, ==М*”, падо 

построить в среднем М */Р{у=1} >М№* траекторий типа Ty. Takum 

образом, ouenka (20) aa (p, K'@) оказывается менее выгодной, 

На различных других оценках величины (tb, K’p) мы останав- 

ливаться не будем. Кроме случайных траекторий типа Г; и Т.,, воз- 

можны и другие типы траекторий. Например, «поглощение» может 
происходить при пересечении пекоторых заранее заданных линий или 
зависсть только от направлепия звена траектории и т. п.
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$ 2. Неоднородные интегральные уравнения 

_ 2.1. Постановка задачи. Ряд Неймана. Рассмотрим 
интегральное уравиение 

z(P) = [K(P, P’)2(P') dP’ ++ (P) 
которое с учетом (1) можно записать в виле 

z= Kz-+f. (25) 

Здесь 2(Р) — искомая функция, К(Р, P’) —s3ananuas 
функция, называемая ядром уравнения, |(Р) — задап- 
ная функция (свободный член). 

Предположим, что [(Р) =Р.(С), K(P, P’)eL,(GXG). 
Можно попытаться искать решение методом последова- 
тельных приближений. Пусть 2°==е(Р) — произволь- 
ная функция из Ё5(С(). Пусть далее npn i=l, 2, ... 

2® —= Кгй-п-+ $. (26) 

Нетрудно вычислить, что 

28 ==|-Н КН... НА СОНК У. (27) 

Последовательные приближения 2” сходятся при 
1 > со к решению 2 уравнения (25) тогда и только тогда, 
когда это решение представимо в виде ряда Неймана 

oO 

= > Kf. (28) 
i=0 

Условия сходимости ряла Неймана имеются, например, 
в [63]. 

В частности, если 

{{K2(P, Р’)аРаР' < 1 
GG 

то ряд (28) сходится в среднем: 

т . п . 

пи |2— У КА 2z- & к" = 
M+ oo i=0 i=0 

Если, кроме того, для всех РЕВ=С 

{ K2(P, P’) dP’ <C, 
G 

то ряд (28) сходится абсолютно и равномерно в В.
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Лемма. Если ряд (28) сходится в среднем, то для любой 
функции p{P) uz Le(G) 

m 

im | У к = ($, г). 
(= 

Доказательство. Рассмотрим разность 

(tp, z) — (v У к = |+ .— У к 
i=0 i=0 

Из неравенства (1) на стр. 292 следует, что 

т 2 т т 

(ь:- У ки < ($, w(2— Sat, ‚У ки 0, 
i=0 1=0 1=0 

когда м -> ©. 

Формулы (27) и (28) показывают, что вычисление 
= или = сводится к вычислению суммы итерирован- 
ных функций. 

2.2. Оценка линейных функционалов от ®. Резуль- 
таты $ | позволяют указать методы Монте-Карло для 
вычисления скалярных произведений (1, 2°), где 
»(P) — любая заданная функция из [2((). 

В самом деле, рассмотрим случайные траектории Т. 
определение которых дано в п. 1.2, и введем случай- 
ные величины &:[ф], зависящие от таких траекторий: 

$ (04) | 
Cz [tp] = 2 (0,) |S 1 (9) + (20. (29) 

(IIpu i=0 полагать квадратную скобку в (29) равной 

Woe (Qo).) 
Легко доказать, что математическое ожидание этих 

величин равно = 

М [4] =(p, 2), (30) 

ибо каждое слагаемое в (29) — это величина типа 0,;[%]: 
1—1 

— P (Qo) Ww ep. P (Qo) Ww (9.)\ = ме = ХМ (а) (0 М4) 79 (00) = 
{—1 

= > (p, Kif) + Op, Kig) = (wp, 20).
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Соответствующий (30) метод Монте-Карло: 
м 

1 
(20) = ум, (31) 

где &:[ф]. — значение &;[ф] на 5-й траектории. 
Очевидно, по одним и тем же траекториям типа 7; 

можно вычислять значения (4, 2”) для нескольких 
функций ф(Р) и даже для нескольких уравнений (25) — 
с одним и тем же ядром К(Р, Р”’), но с разными [(Р). 
Сами значения 2®(Р) можно вычислять любым из 
трех методов, указанных в п. 1.3. Если ряд Неймана 
(28) сходится, то при достаточно больших { значения 
(4, 2) могут служить приближениями к (1, 2). 

2.3. Метод существенной выборки для траекторий Т.. 
В предыдущем пункте рассматривались траектории Г, 
построенные по произвольным допустимым р(Р) и Р(Р, 
Р’), но не было никаких указаний на то, как лучше вы- 
бирать эти плотности. Однако от их выбора зависят 
дисперсии ОЕ: [$], определяющие точность метода Мон- 
те-Карло (31). Особенно нежелательна большая диспер- 
сия тогда, когда начальное приближение 2 ==@(P) 
близко к точному решению 2(Р), так как можно «ис- 
портить» это приближение. 

Если функция 2®(Р) известна, и интеграл ($, 2”) 
вычисляется с помошью существенной выборки (гл. 3, 
п. 3.2), то минимальная дисперсия такой оценки, соглас- 
но теореме 3 гл. 3, равна 

D; = (|, 2]? — (ф, 20). (32) 
Теорема 3. Предположим, что ядро уравнения 

(25) и его решение неотрицательны 

К(Р, Р)>0, 2(Р)>0, 
а траектории Т. строятся с начальной плотностью 

р(Р) =|%(Р)|Ф(Р)/(]4], $) (33). 
и с плотностью вероятностей перехода 

р(Р, Р’) =К(Р, Р”)з(Р’)/Кф(Р). (34) 
Если начальное пение Ф(Р) равпо решению 2(P), 
то при любом |=0, 1,2, . 

Dé; = D,. (35),
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Доказательство Если ф=Аф--Г и выполнено 
равенство (34), ’ 

СЧ 
О оО tis (Go, Q1)~(Q1)/P (Qo, Qi) | = 

== [p(Qo)/P(Qv) | Hoot Ke (Qo) |= 
= (Qo) (Qo) /p (Qo) = Col]. 

B To *e Bpema Tipu f>=2 u3 (29) cnenyer, 4To 

bi Wp] — Sj FP] = FS 1-19 (Qi) — Wik (Qi) — 
— "Ую (0;)] = == [%p ‘aap (Q0)] W j—-1 19 (Q;-1) — / (9—1) — 

— Kg (Q)-1)] = 0. 

Следовательно, при любом | значение C,[p] зависит 
лишь от Оу и, с учетом (33), равно Е; [$] = 391 ф(0) Ж 
Хх (||, $). Поэтому дисперсия 5,[4ф] равна 

РР = МО [$] — (ф, 20)? = (4, ©)* — ($, 2). 
А так как из ф(Р) =г(Р) следует, что все =°(Р) = 
—=2(Р), то последнее выражение для 05; ф] совпадает 
с (32). Теорема доказана. 

Как ив гл. 3, п. 3.2.1, плотности (33) и (34) сФ(Р) = 
—2(Р) практически использовать нельзя, так как реше- 
пие 2(Р) неизвестно. Однако, имея «хорошес» прибли- 
жение 2(Р)=2(Р), мы можем (в принципе) выбрать 
ф(Р) =2(Р), и дисперсии РЕДф] будут близки к ми- 
нимальным. 

Если фупкция ф(Р) зпакопостоянна, то очевидио, 

D;=0. 

2.4. Оценка линейных функционалов от 2. Рассмот- 
рим бесконечные случайные траектории 

= (4—0, -—... = 0.:-...), 

которые строятся по тем же правилам, что траектории 
ТГ. Тогда любой начальный участок (Qo... + Q,) 

этой траектории представляет собой траекторию типа 
Т; и плотность его р;:(@, ..., ©:) выражается формулой 
(3). Предположим, что начальная плотность р(Р) до- 
пустима по отношению к ф(Р), а плотность вероятно- 
стей перехода p(P, P’) допустима по отношению к 
К(Р, Р’). Тогда из теоремы |[ следует, что при каж- 
дом {1 | 

M{[p (Qo) /P (Qo) ] Wf (Qi) } = ($, КТ. 
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Рассмотрим случайную величипу 56|], завнсящую от 
траектории Г.: 

  

ub ( . 

= (©) Sw Wf (Q,). (36) 
р (Qy) , 

При некоторых условиях справедливы равенства 

МЕ >) мы © = 
\ со 

= (ty, Kf) = - (+ У |) == (ф, 2), 
г” i=0 

и математическое ‘ожидание величины &[ф] оказывается 
равным вычисляемому функциопалу: 

МЕ[ф] == ($, 2). (37) 
Например, достаточио потребовать, чтобы было К(Р, 
Р’) >0, Г(Р) =0 и ряд Неймана (28) сходился в сред- 
нем. Более общие условия приведены нисже в теореме 4. 

Если (37) справедливо, то лля оценки (+, =) можно 
использовать М траекторий типа Г., по каждой из них 
вычислить зпачение &[4], ($5— но:2ср тразьлории) и 05- 
реднить результат 

1 x 
(= М Е, (33) 

Конечпо, построить бесконечную траекторию численно 
невозможно. На практике траекторию строят до тех пор, 
пока слагаемые в (36) не стапозятся пренебрежимо 
малыми по сра пен HO со всей суммой, и тогда траекто- 
рию «обрывают». Часто в качестзе условия обрыва ис- 
пользуют неравенстзо 

И’ в, 

ге в>>0— невоторое паперед заданное малое число, 
a { — номер последней точки траекторги. 

Можно обойтись без искусственного обрыва траек- 
торий, если вместо траекторий Т., использовать траекто- 

рии с поглощением Г, (п. 1.4) В самом деле, расемот- 
рим случайную величипу 

С, [4] == [ф (Чо)/р (9 У, [fF (Qv)/a (Qv)] (39)
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со случайным номером у, равным количеству звеньев 

траектории Ty. 
При некоторых условиях математическое ожидание 

случайной величины &,[$|], зависящей от случайного ин- 
декса v, можно вычислить по формуле 

М, [tb] = хм {Evtp] |v =i} P iv =H, 

аналогичной формуле полной вероятности. Так как при 

у=ри |==ф величина 5,[$]=60;[4$], то из ‚теоремы 2 
вытекает, что _ 

М (5. Фу = Й = ($, КА/Р {у = i). 
Следовательно, 

МЕ, = > (р, Kif) = (1. > Ks) = (ip, 2) 
и окончательно _ 

МС, $] = ($, г). (40) 
Формула (40) также будет справедлива в случае, ког- 
да К(Р, Р’) >0, КР) >0 и ряд Неймана (28) сходится 
в среднем. Более общие условия см. ниже в теореме 5. 

Соответствующий формуле (40) метод Монте-Карло 

le 
(Wp, 2) Sap Ls Cv bly (41) 

где &,[ф|. — значение Cv[p] на 5-й траектории типа Ту, 
а х — номер последней точки этой траектории. 

2.4.1. Метод Монте-Карло (31} позволяет оценить функционал 
(4, =), если только ряд Неймана (28) сходится в среднем, так как 

можно фиксировать столь большое &, чтобы разность (rp, 2'))__ (ap, =) | 
была меньше любого заданного @€>0. Казалось бы, методы (38) и 
(41) также должны сходиться при этом единственном условии. К со- 
жалению, переход в бесконечномериое пространство @ЖСХ ... 
заставляет наложить несколько более жесткие ограничения, связан- 

co 

ные с тем, что сходимость ряда У Mn; не обеспечивает вообще 
1—0 

со 

говоря, существования м» Ч; и приходится требовать, чтобы схо- 
i=0 

со 

дился ряд > МД. 
}==0
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Интегральное уравнение 

2(P) = JI K(P, P| 2(P) AP + IF (PDI (33) 

назовем мазсорантным по отношению к уравнению (25). Так как 
[КАН КР, то из сходимости (в среднем) ряда Неймана для 
мажорантного уравнения следует абсолютная сходимость (в срсд- 
нем) ряда (28). 

__ Теорема 4. Бсли ряд Неймана для мажорантного уравнения 

(25) сходится в среднем, то имеет место равенство (37). 
Теорема 5. Если ряд Неймана для мажорантиого уравнения 

(25) сходится в среднем, то имеет место равенство (40). 
Легко видеть, что в случае, когда К(Р, Р’) >0 и f(P) 20, ма- 

жорантное уравнение (25) совпадает с уравнением (25) и из тсорем 
4 и 5 вытекают достаточные условия, приведепные в п. 9.4 

Перейдем к доказательству теоремы 4. Из теоремы 1 
следует, что 

м {[4 (95)/о (0%) 1 (95 |} = (Ы, [КРИЙ). 

Сумма таких математических ожиданий равна 

х мои = У (АЕ) = (i. $ Ук! и p (Qo) fo 

и (по лемме п. 2.1) стремится к конечному пределу, равному (|w|.7 
Сходимость этого ряда обеспечивает существование М] и а 
ведливость равенства 

  

  

со 

Me [1p] = 5, w (253 wa | = S (p, Kip). 
i=0 

Еще раз применяя лемму п. 2.1, получим, что 

У ($, КА) = На У ($, КВ = Ит [® к) = ($,2). 
i=0 M&O j—=0 т-> О 

/ 

Аналогично доказывается и теорема 5. Из теоремы 2 вы- 
текает, что 

у $ (0) = 7 (93 | (чи) 
МИР =В=М] 59, йа (9) |= РРЕИ -   

Затем с помощью леммы п. 2.1 доказывается сходимость ряда 

> {fey telly = P= i} = У, AFD = O91 3, 
i=0 1=0 

которая обеспечивает существование МЕ, [р] и справедливость 

- 2 И. М. Соболь
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равенства 

~~ co — 

МЕР = >) M{ Sy [pl v= i} P {vai} =» Sp, И. 
i=0 i=0 

То, что У | ‚ КР = (ф, г), мы уже доказали. 
= 

Метод Монте-Карло для расчета (ф, 2}, справедливый и тогда, 
когда ряд Неймана для мажорантиото уравиепия расходится, рас- 
смотрен в статье [148] 

2.5. Сравнение точности оценок (38) и (11). Для того чтобы срав- 

пить дисперспи 251] пирс, [4], рассмотрим математические ожи- 

дания квадратов этих величии. Во-первых, 

Мб? [46] = У М (2 [У = ДР (+= = 
i=0 

стоите | > 
ХР, (Со... ЧУ = 14%... 40, 

  

Используя (17) и (15) для персхода ол У; в р, к У; ир; и введя 

(для краткости) обозначение 

= [9 (Q)/p (Qu) WF (Q,), (42) 

запищем результат в виде 

| 0? P; (Qo. +--+ O,) Qn. dQ; 
$ (9%)... (а (9) 

4 ME (l= XI. 
i=0G =

.
 

Во-вторых, из (36) и (42) вилно, что 

со 2 со 
. . ьл % } > 7 < \ ВИ. 

j=0 i,j—0 

Для того чгобы оценять эло выражение, заниием его в виде 

it if } ] { —1\ t —}7 

У ‘ (| 94] ¢ (РЗ ') 
j= i j= 

где Ё — любое число из интервала 0<1<1, и воспользуемся очевид- 
ным неравенслвом 2ио = и?--9? 

| ее 6 со. 
бе Ми а 7 = ET 

_ t,j=0 i=0 

—
.
 

—
 Th
e 
—
 om
e 
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Следовательно, 

1 © 
р] < в, 

1—0 

и математическое ожидание этой величниы пе превосходит 

| со {7 L о 

М8 [4$] < У |... [р (,,.- „Ор 90...49, (44) 
1—0 С G 

— 

Теорема 6. Если траектории Т., стролтся с постоянным по- 
г‹ощением (т.е a(P) =a во всей области @), то 

25 [4] <2&, [4]. 
Для доказательства этой теоремы воспользуемся формулами 

(43) и (44). Так как $(Р) =| —а, то из (43) вытекает, что 

ce < (1—а) 9 Me? (pl = |... [2 (@ь..., 92) 90%. ..40,, 
i=0 G G 

Положим в (44) ¢=1—a. Тогда (44) превратится в неравенство 

МЕ?[ф] < М5 [1], а отсюда сразу вытекает, что 2&[$] < 06,,[$]. 
Замечанне. Вообще говоря, ряды (43) и (44) не обязаны 

сходиться, и дисперсни могут быть бесконечными. Условия конечио- 

сти дисперсий 26[4ф] и 2;, [$] приведены в упражнениях 2 и 3. 

Теорема 6 показывает, что в конкретпом случае постоянного 
поглощения оценка (38) для (ф, =) обеспечивает лучшую точность, 
чем (41) (при одном и том же количестве траекторий). Впрочем, 
оценка (41) все-таки может оказаться менее трудосмкой, чем (38). 
Так будет, например, в случае, когда функция [(Р) очень сложна 
(по сравнению с формулами расчета траскторий) , так как для расчета 
[4] необходимо вычислять [(@;) во всех точках траектории Teo, 
а для расчета (..14ф] нужно лишь значение 7(@.,,) в последией точке 

ыы 

траекторни ТГ. - 

2.6. Использование сопряженного уравнения. Не- 
трудно убедиться, что вместо того, чтобы вычислять 
функционал (1$, =} от решения г уравнения 

z= K2z-+f, (45) 
можно решать сопряженную задачу: вычислять функ- 
ционал (Г, и) от решения и уравнения 

u=K*u+y, (46) 
где К*(Р, Р’) =К(Р”, Р). В самом деле, умножив ска- 
лярно (45) на и, а (46) на г, получим 

(и, 2) =(и, Ка) (и, ], (и 2) =(К*и, 2) + ($, 2). 

12*
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Так как*) (К*и, 2) = (и, Кг), то из этих соотпошений 
вытекает, что (и, р) == (ф, г). 

Уравнения (45) и (46) мы будем называть сопряжен- 
ными. 

Если плотпости р(Р) и р(Р, Р”’), по которым стро- 
ятся траектории Т.. (п. 2.4), допустимы по отношению к 
[(Р) и К*(Р, Р”) (соответственно), то, согласно п. 2.4, 
можно рассмотреть случайную величину 

и = Lae y У 7 ©), (47) 
* * 

где веса Шо =1, И; =; [К* (0; 9,/р (9, 9). 

Нетрудно доказать, что если условия теоремы 4 выпол- 
нены, то математическое ожидание 5*[]] равно 

М5* [1] = (р и) = ($, 2). 
Следовательно, при больших № 

М 

(ф, г) = we C* Il, (48) 

  

где 6*[f],.— это значение 5*[]] на 5-й траектории. 
Интересно, что даже в случае уравпепия (45) с сим- 

метричным ядром, когда К*(Р, Р’) =К(Р, Р’) и, = 
= W,; оценки (36) и (47) представляют собой различные 
оценки для фупкционала (1, г): 

0 < * (Q» 1 ий = 47 И (9), Р-Я ых ‚Ир (@).   

Очевидно, различие в объеме работы, атрачиваеной 
на расчет этих оценок: для расчета &[4$] надо один 
раз вычислить ф(Р) и много раз [(Р), а для расчета 
  

*) (К*и, г) =| K*u (Р) 2(Р)аР = {| K* (P, P’)u(P’)2(P) dP dP’ = 

={{K(P’, P)z(P)u(P’) dP dP’ = | Kz(P’)u(P’) dP’ =(u, Kz). 
Обычно ядро К(Р”, Р) называют транспонированным, а комплексно 

сопряженное с ним ядро К{Р”, Р} — сопряженным (по отношению к 

К(Р, Р’)). Однако для действительных ядер К(Р’, Р) =К(Р”, Р), 
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Е*[]] — наоборот, один раз вычислить [(Р) и много раз 

ф(Р) *). 
Некоторые задачи сводятся к уравнению (45) с дельта-функци- 

ей: [(Р) =с,б (Р-Ру) («источник» расположен в точке Рь и имеет 
«интенсивность» Со). В таких задачах величина 

СГ] = со [$ (@0)/р (4%) >, И (9, — Ро) 
1=0 

для расчета практически бесполезна. В то же время величину 
С* [соб (Р— Ро)] можно с успехом использовать, если положить 
р(Р) =6(Р— Ро), т. е. (ср. п. 1.3.1) строить траектории ТГ» с фиксиро- 

ванной начальной точкой Фо,=Ро. Получим величину 

"м №. (Q)), 
j=0 

для которой 

М{5* [Чо= Ро} = (ф, 2). 

2.7. Усложненные оценки линейных функционалов от г. Исполь* 

зуя те же траектории ТГ» или ТГ), можно построить различные бо- 

лее сложные оценки для функционала (ф, г). Рассмотрим одну из 
них, которая фактически означает оценку (ф, Кг) вместо 1, 2). 

самом деле, из (25) следует, что (ф, г) = ($, Кг)- ($, f). 
Предположим, что интеграл ($, [) мы умеем вычислить аналитиче- 
ски (или численно). Тогда расчет (ф, Кг) позволит нам найти ($, г). 
В таких задачах, в которых ядро К(Р, Р”) мало по абсолютной ве- 
личине и zevf, выделение (ф, [) из ($, 2) может сыграть роль выде- 
ления главной части и существенно увеличить точность оценки 

(ф, 2). 
Легко указать два способа расчета (4, Кг). Во-первых, так как 

(4%, Кг) = (К*ф, г), то можно использовать случайные величины 

СК * 1] или [К *Ф]. Во-вторых, так как функция о==Аг удовлет- 
воряет уравнению 

о=Ко- К] 

с тем же ядром, что у исходного уравнения (25), то для расчета 

(4ф, 9) можно использовать величины [4$] и ofp] c функцией К} 

вместо f. 
В обоих случаях расчетные формулы по сравнению с п. 24 ус- 

ложнятся, так как либо вместо \ф (4%) придется вычислять К*ф (5), 
либо вместо } (@;) придется вычислять К} (©;) 
  

*) Встречаются уравнения вида (25), в которых Р п Р” принад- 
лежат различным простраиствам Torta сопряженпые уравнения мо- 
гут обладать весьма различными свойствами.
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Методы Монте-Карло, основанные на использовании случайных 
траекторий, были первоначально предназначены для решения линей- 
ных алгебраических систем (см. ниже 6 5). Траектории с поглощени- 
ем были построены Дж. Форсайтом и Р. Лейблером [121] (по 
идее Дж. Неймана и С. Улама), а бесконечные траектории — В. Ва- 
зовым [181]. Начальные и переходные вероятности, аналогичные 
(33) и (34), были указаны Дж. Кэртиссом [114]. Обобщения на слу- 
чай линейных интегральных уравнений имеются у многих авторов, 
начиная с работы Р. Каткоски [116]. О более сложных оценках для 
(p, z) см. [33, 94, 170]. 

$ 3. Пример: рассеяние частин 

3.1. Основное уравнение теории рассеяния. Методы Монте-Кар- 
ло часто используются для расчета различных задач, связанных с 
прохождением частиц (нейтронов, гамма-квантов и др.) через ве- 
щество. Мы не будем касаться здесь специальных вопросов, а рас- 
смотрим лишь общую схему рассеяния, предполагая, что частицы 
при столкновении с атомами (точнее, с ядрами атомов) среды могут 
либо рассеиваться, либо поглощаться. Обозначим через Р точку 
шестимерного фазового пространства координат г и скоростей о 
частицы. Обозначим элемент объема (г 49 этого пространства че- 
рез аР. 

Пусть /(Р)аР — количество первых столкповений, а 2(Р)аР — 
количество всех столкновений в элементе объема АР около точки Р 
(за единицу времени). Функцию [(Р) можно явно вычислить, если 
задан источник частиц. Функцию 2(Р), называемую плотностью 
столкновений, требуется найти. 

Введем ядро столкновений Кет(Р’, Р), которое определяется сле- 
дующим условием: Кс„(Р’, Р)АР — это вероятность того, что части- 
ца, испытавшая столкновение в точке Р”, испытает следующее столк- 
повсние в элементе объема dP около точки Р (за единицу времени). 
Конкретный вид ядра столкновений в одногрупповой тсории пе]з- 
носа нейтронов имеется на стр. 223. 

Нетрудно составить интегральное уравиепие, которому подчиия- 
ется плотность столкновений: 

2(P)= { Key(P’, P)z(P’)dP’+f(P), (49) 

ибо столкновение в окрестности точки Р может быть либо первым 
столкновением, либо следует за столкновением в окрестпости пеко- 
торой точки Р”, а количество таких столкновений (за единицу врс- 
мени) равно =(Р”)аР’. Область интегрирования в (49) — все прост- 
ранство. Введем сопряженное ядро K(P, P’)=Ker(P’ P). Torna 
уравнение (49) совпадает с уравнением (25), а сопряжепное урав- 
нение (46) можно записать в виде 

и(Р) = [ Кег(Р, Р’) и(Р’)аР’ + $(Р). (50) 
В рассматриваемом случае итерации {(Р) — функции Kf(P), Ke} (P), ... 
имеют простой физический смысл: это плотности вторых, третьих и 
т. д. столкновений. И ряд Неймана 

2(P) =[(Р) +ККР) -+К?КР) +...
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означает, что плотность столкновепий есть сумма плотностей первых, 
вторых и т. д. столкновений. 

Обычно требуется вычислить какие-нибудь функционалы вида 
(4, =). Это можно сделать любым из методов, указанных в $ 2. 

3.2. Использование истинных траекторий. Нструдно вычислить ве- 
роятность $(Р”) того, что частица после столкновения в точке Р” 
снова испытает столкновение 

5(Р’)= [Кс (Р', P) dP. 

Следовательно, 5(Р’”) —это вероятность рассеяния частицы при 
столкновении в точке Р”, а а(Р”) =1-—5(Р’) — вероятпость поглоще- 
НИЯ. 

Истинными траекториями частиц булут, очевидно, траектории с 

поглощением (типа Т.,), которые строятся по плотности вероятностей 

перехода 

Р(Р, Р’) =Ker(P, P’)/s(P) (51) 

с истинной вероятностыо поглощения а(Р) =1—5(Р). Плотность (51) 
всегда допустима по отношению к ядру сопряженного уравнения 
(50); поэтому естественно вместо функционала (ф, г) вычислять 
функционал (р, и) (см. п. 2.6). 

Запишем случайную величину (39) применительно к уравнению 
(50) и функционалу (р, и): 

ЗУ = {1 (@,/р (Ч, [ (ив (9.1. 
Нетрудно, однако, убедиться, что при каждом # 

ЗИ и Кат (91, 9} — 

оны 8 (9 0Р (9-ь%)) 
  W 1; 

это — важнейшее следствие закона (51). Таким образом, в рассмат- 
риваемом случае 

СУГ = [1 (9, /р (ИФ (@уу/а (9,1, 

и МЕН == (1, г). Напомним, что у — это случайный номер послед- 

ней точки траектории. 
3.3. Использование искусственных траекторий. Из теоремы 6 вы- 

текает, что в некоторых случаях оценка для (ф, 2) будет иметь 
меньшую дисперсию, если в расчете использовать траекторию без 
поглощения (типа (Г») *). 

Пусть плотность вероятностей перехода снова определена фор- 
мулой (51). Согласно (17) и п. 3.2 в этом случае 

и, — 5 (@0) $ (@1) ... s(Q;_1), 

I 

  

*) Ограничение а(Р) ==а, фигурирующее в теореме 6, строго ro- 
воря, справедливо только в бесконечной однородной среде в одно- 
групповом приближенни.
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а величина (36) применительно к уравнению (50) и функционалу 
([, и) равна 

* (Qo) х #[Н = FO, V7; ¥(Q)- 

И в этом случае М&* [{] = ($, г). 
Вес и, имеет простой физический смысл: это вероятность того, 

что частица уцелеет (т. е. не поглотится) после столкновений в точ- 
ках Чо, Qi ..., 9;—1. 

3.4. Существенная выборка. Рекомендации (33) и (34), обеспе- 

чивающие при Ф(Р) =и(Р) >20 минимальные дисперсии оценок Djs 

в случае уравнения (50) принимают вид 

  _ КР) и(Р) 
, K oy (P, P’)u(P’) 

р(Р) = (и) ‚ РР, Р”) = Ки (P) . 

Так как {(Р)>0 (по физическому смыслу), то snecbD —0. Стоит 

подчеркнуть, что в эти формулы входит не решение 2(P) уравнения 
рассеяния, а решение и(Р) сопряженного уравнения. 

Конечно, можно обеспечить малые дисперсии, также используя 
правила (33) и (34) применительно к уравнению (49) с ядром 
K(P, P’)=Ker(P’, P). Однако построение траекторий с плотностью 
переходов (51) делает метод расчета физически более наглядным и 
легче контролируемым. 

3.5. Рассеяние в области С. Часто встречаются задачи, в кото- 
рых существенно только рассеяние внутри заданной области С: ча- 
стица, вылетевшая из С, исключается из рассмотрения. Все изложен- 
ные выше методы применимы и к таким задачам, при расчете кото- 
рых можно считать, что все пространство вне области С@ заполнено 
поглощающим веществом: если Кст(Р”, Р) =0 при Р’Е С, то $(Р’) =0 
иа(Р’) =! при Р’ЕС. 

Однако, так как нас интересуют значения 2(Р) только впутри 
С, то вместо уравнения (49) можно решать уравнение 

г(Р) = | Кет(Р’, Р)г(Р')аР’ -- [(Р), (52) 
С 

где РеС. Естественно ожидать, что, применяя методы & 2 к послед- 
нему уравнению, можно получить лучшую точность, чем при реше- 
нии уравнения (49) во всем пространстве (ср. гл. 3, п. 3.1.2). Любые 
траектории в этом случае не будут истинными траекториями.. 

В практических расчетах часто используют оценки т. (f] и 

C*(f], а плотность р(Р, Р”) выбирают, пропорциональной Ксет(Р, Р”). 
Некоторые методы решения уравнений (49) и (52) для нейтронов в 
одногрупповом приближении имеются в гл 6, $ 4). 

Литература к § 3: [8, 25, 33, 36, 50, 51, 53, 59, 93, 105, 127, 
(44, 145, 153, 168].
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$ 4. Однородные интегральные уравнения 

4.1. Расчет первого собственного значения и первой 
собственной функции. Рассмотрим интегральное урав- 
нение 

г(р) =^ [К(Р, Р’)г(Р^) dP’, 
С 

где А — действительный параметр. Это же уравнение с 
учетом (1) можно записать в виде 

2==^К2. (53) 

Если при некотором А уравнение (53) имеет решение 
2(Р)=Е0, то это значение А, называется собственным зна- 
ченцем уравнения*) (53), а 2(P) — собственной функци- 
ей, соответствующей этому собственному значению ^/. 
Собственные функции будем считать нормированными 
так, что (2, 2) =1. 

Предположим, что наименьшее по абсолютной вели- 
чине собственное значение уравнения (53) положитель- 
но Л: >0, и соответствующая собственная функция 
2: (Р) >>0 внутри С. 

При весьма широких предположениях относительно 
ядра К(Р, Р’”) для приближенного расчета Ay u 2, (P) 
можно воспользоваться методом Келлога [10, 63]: ка- 
ковы бы ни были положительные внутри С функции 
ф(Р) и %(Р), отношения ($, К‘): ($, К!) стремят- 
ся кА! 

Lim [(p, Képy/(p, Ki+1—)] = Ags 

а пормированные итерации ф в каждой точке стремятся 
к собственной функции 

lim K'p (P) (K'p, K'p)—"? = 2, (P). 

Расчет величин (p, Kip) u K'p(P) mono ocyute- 
ствлять методами Монте-Карло, рассмотренными в § I, 
Заметим, что траектории Т; позволяют одновременно 
вычислить все (4, КФ) и K’p(P) при ]=0, 1,..., 1 
  

*) Собственным значением оператора К называют обратную ве- 
личину: 1/А.



186 РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ гл 5 

Скаляриым произведением (К'‹ф, К'ф) на практике поль- 
зуются редко: по значениям ^К’%(Р) можно получить 
приближенный рельеф функции 2,(Р), а нормировку 
осуществить отдельно. 

Все вышеупомянутые предположения выполнены, на- 
пример, в случае, когда ядро К(Р, Р’) симметрично 
К(Р’, Р) =К(Р, Р’) и положительно определено: (КФ, 
ф)>0 при ф==0 (конечно, предполагается также, что 
p(P)e=L2(G), К (Р, P’)\eL,(GXG) И ф(Р) = (()), 

Для того чтобы пояснить сущность метода Келлога, рассмотрим 
случай (весьма важный), когда все собственные значения уравнения 
(53) суть 

0< А, <А.<№<..., 

а соответствующие им собственные функции 2,(Р)>0, 22(Р),:.з 
образуют полную ортопормированную систему (Z,, Z,,) = Sim (СИМВОЛ 

Кронекера). Пусть неотрицательная функция ф(Р) равна 

co 

Ф(Р. = №, 62 (Р), 
т=1| 

где, очевидно, В, = (ф, г!) >0. Из этого разложения следует, что 

co cO 

| ь я у 1 — 

КФ = У Dig h 2 = о Ombin т» 
т=1 nm=l 

Запишем скалярные произведения, фигурпрующие в методе Келлога: 

(wp, K'9) = > БА! (6, Zn), (K'o, Kp) = a br, 

n= m= 

и выделим главные члены в пнтересующих пас величипах: 

  

(4, К’) bay! (sp, 2) + body (p, 2) +... 4 (Fel) 
= : 

Ао ’ 

(ap, Kit!) bay i (tb, 2) + bods (sp, 2,)-b ... | hal 

Ko (P) by hy ey (P) + Л, (РУ... 
  

  

74| 
V (Rig, Rig) 7 = г (Р) (| 
И (КФ, К‘) И + +... РА 

Отсюда видно, что сходимость будет хорошей, если А. <5ЮА., и пло- 
хой, если А близко к Л. Положительность ф(Р), вообще говоря, не 
нужна: нужно лишь, чтобы (1, 2.) 520. 

Заметим, что если выбрать ф(Р) так, что В. =(ф, 21) =0, но 
65 == (Q, 22) #0, To 

Cp, Kip)/(p, Kit) dy, Kip (P) (Kg, K'q)7!? = 2, (P).
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4.2. Метод существенной выборки для траекторий Т.. 
Предположим, что К(Р, Р’) >0 и g(P) 20. Интеграл 

(ф, КФ) = | .. ‚(РоК(Рь, P,)...K(Pi-1, Pi) g(PidPo...aP; 
G G , 

можно вычислить методом п. 3.2 гл. 3 с помощью лю- 
бой допустимой плотности р(Рь,..., Pi) B GX..xXG. 
Из теоремы 3 гл. 3 следует, что если выбрать плотность 

р =| (Po) | K (Po, P,) eee К (Ру, P;) ф(РАЛ|, К), 

то дисперсия будет минимальной, И равна она 

РБ; = (№, К!Ф)* — ($, КФ); 

при знакопостоянной функции ф(Р) минимум этот D;=0. 

Легко убедиться в том, что плотности р отвечают 
траектории (4%-—,-—... >} с вероятностями пере- 
хода, зависящими от номера точки. Это следует из прел- 
ставления р в виде произведения условных плотностей 

hp (Pol Kip (Pa) K (Po Pr) KE 19 (Pir), K (Pint Pi) PP) 
(ipl, К*Ф) K'p (Po) KEP) 

    p= 

Однако здесь, как ив п. 2.3, законы построения тра- 
екторий (33) и (34) обеспечивают минимальность дис- 
персий, если ф(Р) пропорциональна 2,(P). 

Теорема 7. Предположим, что ядро уравнения (53) 
и первая собственная функция г2.(Р) неотрицательны 

K(P, P’) 0, 2 (P) 20, 

а траектории Т; строятся по законам (33) u (34): 

_ № (РФ (Р) 
PO) = Te 

/ K(P, Р’)Ф(Р’ 

p(P, P) = Ray : 
  

Если ф(Р) =с21(Р), с=5=0, то при каждом 1 дисперсия 

D6; [tp] = D,. 
—! 

Доказательство. Если ф==с2ь, то Кф == А! с2, = 

= Ay.
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Тогда плотность (3) траекторий Г; равна 

_ Ip (Po) Ф (Ро). К (Ро, Р1) Ф(Р!) K (P;_y) P;) ® (Pi) — 
    

  

ПП о ом “му 
_ № (РК (Ф», Ру -.. К (Ре, Р)®(Р)) 

(ИИ, 9) 
— 

А так как Кю==/Ат ф, то нетрудно проверить, что плот- 
ность р также равна этому выражению. 

4.3. О других методах расчета ^\! и 2. (Р). Большинство методов 
для приближенного расчета А! (метод Ритца, метод моментов и др. 
[63, 60]) так или иначе требует вычисления некоторых интегралов. 
Если эти интегралы достаточно сложные, то может оказаться целе- 
сообразным применение методов Монте-Карло. Рассмотрим схему 
одного из таких методов, который использовался в [14] для оценки 
эффективного коэффициента размножения нейтронов в реакторе. 

Допустим, что мы можем указать несколько ортонормированных 
функций ф,(Р),..., фт (P) Tax, что первая собственная функция 
2,(Р) уравнения (53) достаточно хорошо аппроксимируется их ли- 
нейной комбинацией 

т 

аа (Р) = У, сл; (Р). 
i= 

Вычислим (методом Монте-Карло) интегралы 

Ь;, = (КфьФ;), ts fl, 2, «00, mM, 

и составим линейную алгебраическую систему уравнений с неизвест- 
HbIMH Cj, + 6 oy Cp? 

m 

= 2 бер i= 1, 2, eco, MM. 

1= 

Решать эту систему можис методами высшей алгебры. Если и==р — 
наибольший корень характеристического уравнения 

by, — be bay eee b mi 

В т Com eee onm— и 

~~ 

aC, ..., C,, — COOTBeETCTBYIOWee eMy pelliceHHe CHCTeMbI, HOPMHpo- 

BaHHOe Tak, 4TU с? te... C2 =1, To 

т 

№ = Ию, а (Р) = У, сф,(Р). 
jun]
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Идею метода легко объяснить следующим образом. Пусть 
pi(P), ..., чт (Р), ...— полная система ортонормированных 
функций из Ё2((). Разложим в ряды по системе [ф;} искомую функ- 

цию 2(Р) и итерированные функции Кф; (Р): 

Р) = У с№;(Р), где = (2, ф), 
j=l 

Kip; (P) = У У и: (Р), тде ву = (КФ, фу 
= 

Подставим эти выражения в уравнение (53): с одной стороны, 
© 

АКг(Р) =}. У, у c, Kp, (P)= У ¥; PAD b jC), 
= = 

а с другой 

г(Р) = > c;"); (P). 

Приравнивая коэффициенты при 1; (Р), получим бесконечную ли- 

нейную систему уравнений для нахождения величин су... 
eee) Cm, eee y ЭКвивалентную уравнению (53), 

с => 66» 1=1,2,... 

Если в этой системе пренебречь величинами Си11› Стуо, +...» ТО 
придем к конечной системе, выписанной выше. 

4.4. Пример: интегральное уравнение Пайерлса. Нахождение 
критических параметров ядерного реактора в простейших случаях (в 
одногрупповом приближении) сводится к вычислению первого соб- 
ственного значения А, интегрального уравнения 

  

  

  

>! 
— | a ds 

р’ (54) n(P) =A | В С — pyrm (PY) dP’ 
0 

которое называется уравнением Пайерлса [25, 51]. Здесь бо — трех- 
мерная область (объем реактора), в которой происходит диффузия 
нейтронов, 9(Р) и В(Р) — заданные положительные функции *), ин- 

  

*) Они выражаются через нейтронные сечения (см. стр. 47) и 
среднее число у нейтронов деления: @а(Р)==%. В(Р) =Х.- УХ. 
См. также упражнение 5 гл. 6.
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терал в показалеле береггя по отрезку прямой, соединяющей точки 
Р и Р’и равен 

р’ Р-Р 
[ ваз == | a(P + ws) ds; 
P 0 

где w= (P’—P)/|P’—P] — единичный вектор. 
Если м>1|1, то область Ц, подкритическая, если ^<1, то об- 

ласть Со надкритическая. Область будет критической при ^==1; в 
этом случае собстренная Функция п‚(Р) равна плотности нейтропов. 

Ядро уравпения (54) нс симметрично, но симметризуемо и име- 
ет слабую особенность. В. С. Владимиров [10] исследовал сходи- 
мость мегода Келлога для уравнений такого типа и мстоды Моипте- 
Карло для расчета приближений. Окгзалось, что метод п. 4.1 пол- 
ностью применим для решения уравнения (54), а если выбрать 1$ = 
—=В(Г)ф(Р), то приближения AC) (КФ, Ba) /(KiT py, BY) MOHO10UH- 

по убываюг: 
5 6 

Gat ОАФ... > МиР... М. 
и Расчеты №, и я, (Р) этим методом бы- 

и pyr? ли осуществлены в [13, 76]. 
; —— _ | 4.4.1. Численный пример 

Pe [13, 821. Пусть Со — однородный шар 
ЮР радиуса ^==Р и @=1,279, В==йа, где 

р Ny t= L724. 
\ ‘4 Выберсм @(P)=1 nu (PP) == 8. 

\ Плотность вачальной точки Ф зада- 
NL дим формулой р== (2nRro)—!, где fo — 

ee pacctosuHe Qo oT WeHTpa wapa. []nor- 
пость вероятностей перехода р(Р, Р”) 

Рис 31. из точки Р в точку Р’ выберем так, 
‘1сбы в знаменателе стояла величина 

| P---P’|? (cp. ra 3, 1. 3.2.3). Для этого воспользуемся сферическихи 
координатами (0, ф, 0} с центром в точке Р (рис. 51). Пусть 

— —1 р(Р, P’) = ae—™ [4no?F (P, o)]~'s 

где Р(Р, ®) =1-—ехр(—а/1), а {[— расстояние Р[. по паправлению © 
от точки Р до границы шара. Нетрудно проверить, что 

da oe”, dw P,P) dP’ = ‘d= G2 =1, 
jr ) dni (P, o) } 02 pat 4am 

0 

  

так что р(Р, Р’) действительно есть условная плотность вероятностей. 
Выведем формулы для расчета траектории ;‚. Расстояние ол на- 

чальпой точки Фо до центра шара вычисляется по формуле го=АЮ ру. 
Две другие координаты можно не разыгрывать из-за симметрии за- 
дачи Направление случайного луча Р’=0, - о®; из точки (©, оп: 
ределяется величинами Bh; = cos J; и Qj. Первую из них можно вы-
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числять по формуле п; =2\—1, а вторую (из соображений симмет- 

рии) можно полагать равной нулю ф;=0. Расстояние от точки ©; 

по направлению @&, до границы шара равпо 

= ии, + V R= (1 — и), 

где Г; — расстолиие от @; до центра шара. Если обозначить РЁ; -= 

  

= F (Q;, ®;), то, очевидно, Р; = 1 — ехр (— 1), Для определения 

случайного расстояния 0, = [1 —(:|, получаем уравнение 

В; 

{ ae~Sds = yF yy 
0 

откуда следует, что р; = — (1/а) ш(1-—у Р;). Вычислив точку 914 1= 

= (;- 6;%;, можем найти расстояние от нее до центра шара 

п = Ve + of + 2n,6;7;. 
  

Так как Ф(Р) ==1, ф(Р) =В, то (по формуле (6)) нужная нам 
величина равна 0, = 0,[В] =2л^ВА%й”;. Так как из (5) следует, что 
Wi=W,_AF;_,, a =1, то легко получить рекуррентную формулу 

для расчета непосредственно бу: 

9% = 2nBRro, 9, — 9; АР;_\. 

Полный набор расчетных формул. 
1) Начальная точка траектории: 

2) Звено номер 1-1 (1=0, 11... 1-1): 

by = Yee ls = ay tV R=? (1-23); 
al; 

Е =1—е. ; р; = — (1/“) In (1 — Yoj+3/j)i 

— ° — 2 2 беби, пы = УПИ 

  

  

3) Если 9, ‚ — значение 6,, полученное при расчете траектории 

номер $, то нужные нам скалярные произведения (К/1, В) прибли- 
женно равны 

М 

(КТ, В) = (Aft, В) = ту 0, .. 
$==1
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В табл 1 приведены значения (КЛ, В), полученные при pace: 

те по этим формулам, а в табл. 2 — соответствующие отношения 

МР = (КУ, В) (КАИ, В). 

При расчете этого же примера методом характеристик *) получено 
значение А, == 1,000. 

В ходе расчета были сосчитаны дисперсии DQ,, которые при 
]=0, 1,..., 6 равны соответственно 10,7: 21,9: 37,5; 573; 1 81,1; 
110,9; 147,0. Если по этим дисперсиям вычислить вероятные ошибки 

величин (K/1, В)», например, при №М==210, то получим значения 71024 = 

—0,07; 0,10; 0,13; 0,17; 0,19; 0,22; 0,26 Нетрудно заметить, что по- 
грешности соответствующих величин (КЛ, В)» при М=21!0 в табл. 1 

на порядок меньше, чем Гоа (если судить по изменениям этих ве- 
личин с ростом №). Это вызвано тем, что пример считался с по- 
мощью детерминированных псевдослучайных точек, о которых речь 
пойдет в ГЛ. 7. 

$ 5. Решение линейных алгебраических систем 

5.1. Алгебраическая система как частный случай ин- 
тегрального уравнения. Рассмотрим линейную алгебра: 
ическую систему, состоящую из т уравнений с т неиз- 
вестными 21,..., 2: 

fa = = Aejep + bos |1 <а&=< т, (55) 
=1 

которую сокращенно будем записывать как 

2=Аг- |. (56) 

Запись (56) можно считать одним векторным уравне- 
нием, где 2== (21,..., 21) и [==(1,..., м) — Т-мерные 
векторы, А = (4ов) — квадратная матрица размера тЖт 
(которая определяет линейное преобразование в про- 
странстве векторов): 

т 

Скалярное произведение векторов будем по-прежнему 

  

*) Метод характеристик [11] позволяет находить решения ураз- 
нения (54) с большой точностью, но практически применим только 
в случае достаточно простой «геометрии» области (у. 

13 И, М. Соболь
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обозначать скобкой 
т 

(Г, 2) — У Гага. 
a=! 

Рассмотрим интегральное уравнение вида (25) 

z (x) = JK (x, x')2 (x) ax’ +7 (2), (57) 

где в качестве С выберем отрезок оси абсцисс OS x<cm. 
Обозначим через С. отрезки &“—|<х< о, так что 

Рис. 52, 

С=С.--...--С. (рис. 52). В качестве свободного чле- 
на и ядра уравнения (57) выберем кусочио постоянные 
функции 

f(x) =fe при хЕСа, 

К(х, х’) =аов — при хеЕСо, х’еСЬ. 

Для такого уравнения при ХЕ Са 

т т 

2 (х) = > ( K (x, х’) 2 (х’) ах’ ра == У, ав { z (x) dx’ + fa. 
2=1 Св b=1 СВ 

И так как последнее выражение от х. не зависит, то 
решение 2(х) постоянно в Оч. 

Обозначив 

2 (leq == Zay (58) 

сможем переписать последнее уравпенпе как 

т 7 
20 = У, QapZp + fae 

= 

Следовательно, решение 2(х) уравнения (57) пред- 
ставляет собой функцию, постоянную в каждом из Со, 
значения 2» которой на этих отрезках удовлетворяют
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алгебраической системе (55). Обратно, если (21, ... 
., 2.) — решение системы (55), то формула (58) оп- 

ределяет решение уравнения (57). 
5.2. Случайная цепь для решения алгебраической си- 

стемы. Очевидно, все методы Монте-Карло, приведенные 
в $2, применимы для оценки решений уравнения (57) 
и дают нам возможность оценить решение системы (55). 
Однако специфика уравнения (57) позволяет упростить 
эти методы и дать им иную интерпретацию. 

Так как [(х), К(х, x’) w 2(X) постоянны при ХЕСь, 
х’ЕСв, то естественно выбирать плотности р(х) н 
p(X, х’) также постоянными 

р(х, Хх’) =ров при хХеЕСе хеСЦь. (59) 

Величины ра И Pap, очевидно, должны быть неотрица- 
тельными и удовлетворять условиям нормировки 

a Pa = 1, У Pas = 1. (60) 
p=! 

Правила (59) можно интерпретировать как равпо- 
мерное распределение случайной точки внутри соответ- 
ственно С» или Св. Можно, однако, совсем отказаться 
от фиксации положения этой точки и говорить только 
об отрезке, в котором эта точка расположена. Тогда 
ра — это вероятность того, что начальная точка траекто- 
рии попадет в Са, а ров — вероятность того, что случай- 
ная точка из С„ перейдет в Св. При такой интерпрета- 
ции вместо траектории Г: случайной точки достаточно 
рассмотреть последовательность случайных номеров 

Рю > -—... —>k,, (61) 

тех отрезков Со, в которые эта точка попадет. 
Итак, для решения системы (55) мы будем строить 

цепь случайных номеров (61), каждый из которых мо- 
жет принимать значения 1, 2,..., т. Правила построе- 
ния цепи (61): 

Р{ =} = ра, Р{А,=В]А;-1=0} == Рав, (62) 

где начальные вероятности ро» и вероятности переходов 

Pep должны удовлетворять условиям нормировки (60). 

13*
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В теории вероятностей такие цепи называются цепяли 
Маркова с конечным числом mt состояний [71]. Веса №, 
вдоль цепи (61) вычисляются по формуле 

, ак бь в, ++. В, 
И, Ja (63) ] = 

Prk Pik, °° Phi 12; 
  

или по рекуррентной формуле 

Wi = Wi-i(ae,_je/Pe в), М =1. 

Формулы эти — следствие (4) и (5). 
Условимся говорить, что распределение вероятностей 

(Pi, «++, Pm) допустимо по отношению к вектору 
p= (p,..., Wm), если для тех и, для которых фо=20, 
значение ре >0. Аналогично распределение (ров) допу- 
стимо по отношению к матрице А== (ав), если ров>0 
для тех пар (©, В), для которых аав==0. 

Как известно, из теории матриц, для того чтобы 
со 

ряд » 4/1 сходился для любого вектора |, необходимо 
j=0 

и достаточно, чтобы все собственные значения и=иИа 
матрицы А, представляющие собой корни уравнения 
4е{ | аав—ибав| ==0, лежали внутри единичного круга (на 
комплексной плоскости): |иа| <1 при &=1, 2, ..., т. 
Достаточпым условием может служить неравенство 

т #71 

У, ai; < 1 или неравенство max » |а < 1. 
i,j=0 l<i<m j=l 

Сформулируем для системы (55) теорему, вытекаю- 
щую из теоремы 4 ($ 2). Пусть бесконечная цепь 

Roki... > Rim... 

строится по правилам (62), где Poa и Рав допустимы по 
отношению к фи (@ов) соответственно, и рассмотрим 
случайную величину 

6 [$] = (фи /Рь) p> Wife. (64) 

Теорема 8. Если все собственные значения по мат- 
рицы (|асов|) по абсолютной величине меньше единицы, 
то математическое ожидание случайной величины & [$] 
равно 

МЕ [4$] = ($, 2). (65)
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Повторим доказательство со стр. 177 применительно к рассмат- 
риваемому случаю. Так как 

P {ky = bos eee, R= bi = Pp Pity Py yty 

то, принимая во внимание (63), получим, что 

Ye m 
— Wy. _ N 

_ j 

м р Vly) om Peo et ve Oy ht = CD A р. 
toy. 0 sf j= 

Затем 

Ms [Wp] == x М [(Фь/Рь) У] = № (ф, 47 = ф, 9, 
j= j=0 

причем существование этого математического ожидания обеспечива- 

ется условиями теоремы 

Если какие-нибудь из элементов матрицы (@ов) рав- 
ны нулю, то обычно целесообразно выбрать соответст- 
вующие вероятности перехода рав==0 (ср. п. 3.2.1 гл. 3). 
В противном случае, если в цепи окажется переход 
k;-1—> kj, Которому отвечает Рь,_ №, > 0 и @_ в =0, 

то из (63) видно, что все М,=ИУ..=...==0; можно 
считать, что цепь, попав в №, останавливается: любые 
дальнейшие переходы ^,-—^,.!->... значения величины 
Сс[ф] не изменят. 

Если матрица А содержит целую строку из нулей: 
@о1==@о2==... ==оп==0, ТО, конечно, нельзя все соот- 
ветствующие вероятности выбрать нулевыми: это проти- 
воречило бы условию (60). Тогда можно положить 
Раа==1, Рав==0 при В==а, так что рав == бов. 

5.3. Вычисление одной компоненты решения. Иногда 
встречаются задачи, сводящиеся к системе (55), где, 
однако, нас интересует не все решение 2== (21,..., 2»), 
а только одна из неизвестных, например г,‚. Методы 
Монте-Карло позволяют приближенно оценить одну эту 
компоненту. Для этого достаточно в качестве ф выбрать 
единичный вектор е“” == (0,..., 0, 1, 0,..., 0), в ко- 
тором лишь на г-м месте стоит 1. Тогда скалярное про- 
изведепие равно 

т 
г) 

(ф, г) = (e"), 2) — У ея fa = <p 
. a= 

В качестве начальных вероятностей МОЖНО выбрать 

В а= ef) или, другими словами, начинать цепь с Ро = .
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Итак, строим цепи Г-—А, > А... -А:-—..., ВЫ- 
числяем вдоль цепей веса 

И — бр бк, ++ UR; shy 
  (66) 
Рик.Рьаь, **- РЕ, 

ни случайные величины 
oO 

1 Cet] = x W fe (67) 
= 

Если количество цепей № достаточно велико, то 
N 

г. У Се", 
N $==1 

где 6[е”], — значение Cfe], полученной на $-й цепи. 
5.4. Обращение матрицы. Пусть задана квадратная 

матрица В== (Вов), 1<а, В=<т. Требуется вычислить 
элементы обратной матрицы С= (сов), удовлетворяю- 
щей соотношению ВС=Ё, где Е —единичная матрица: 

| 

‘1 0... 0 

E=!0 1... O} 
00... 1 

Если все собственные значения Ue матрицы В удовлет- 
воряют условию 

[ма—1 | <1, 

то задача эта может быть решена методом последова- 
тельных приближений *). В самом деле, обозначим через 
А матрицу 

А=Е— В. (68) 

Легко проверить, что собственные значения матрицы А 
равны |—Иа и, следовательно, по абсолютной величине 
меньше единицы. В силу этого сходится ряд 

Уд и = 
ВС = (Е[ А) б=С—АС= Х А! ХА! =Е”). 

i=0 1—1   
  

*) Более общий случай см. упражнение 6 стр. 209. 

**) Для запоминания можно заметить, что рд (Е — А)" == 
со © 

= У: аналогичен геометрической прогрессии (1—9)-1= У, gee 
=0 . = 0
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Докажем, что если матрица А удовлетворяет усло- 
виям теоремы 8, то для того, чтобы вычислить элемент 
Cry’ матрицы С, можно использовать цепи п. 5.3; надо 
лишь, кроме ф==е“”, выбрать еще }==е“”. 

В самом деле, мы видели, что М&[е”]==г,„ где 
2,—Г-я компонента решения уравнения (56). Однако это 
решение равно 

со 

= У АЁ = Ср 
1==0 

так что его г-я компонеита есть 

т 

Lr = У Crof x 
a=! 

В частном случае, когда {==е”? 
что и требовалось доказать. 

Подставив в (67) вместо { вектор е"?, получим со- 
ответствующий этому случаю метод Монте-Карло: при 
достаточно большом № 

‚ ПОЛУЧИМ, ЧТО 2,== биг”, 

Crr’ 

здесь снова $ — номер цепи, а сумма с условием 
(ПА,==/”) означает, что суммируются только те Wi, для 
которых номер А: ==”. 

=-
 

5.4.1. Численный пример: найти матрицу С, обратную 
к матрице 

1/2 0 0 

B=|—2 1/2 0}, 

—1 0 1 

собственные значения которой, очевидно, равны и =и2=1/2, из= 
Сперва по формуле (68) вычислим матрицу 

1200 

АД =!2 1/2 0 

10909
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Затем выберем матрицу вероятностей перехода, допустимую по от- 
ношению к матрице А, например: 

(1 0 0 
_{i 1 7 

(Рав) = 7 > QO}. (/0) 

{1 0 0 
1) Чтобы оценить элементы си, Cig HW C13, HAO CTPONTb WenH, Ha- 

чннающиеся с Ро =г==|! Так как в первой строке матрицы (70) лишь 
ри=20, тс все цепи окажутся одинаковыми: 

Ко=1, А =, =... 

Веса вдоль такой цепи меняются на множитель ап/ри! == 1: 

| 
т, =1, М =5, \,=4,... 

Осреднение в (69) не нужно, достаточно одной цепи для получения 
точного результата 

1 1 
Cn = > Wp=ltotate =e 

(ifk=1) 

= > W;=0; = d+} W,=0. Са = = 
2) * (ИЗ) 

2) Столь же просто оцениваются элементы сз, Сзо И 633: цепь на- 
чинается с о ====3; так как в третьей строке матрицы (70) лишь 

один ненулевой элемент рэ» ==1, то А ==1, далее А›=|, №з=1,... 

Итак, все цепи будут одинаковыми 

Ро=3, k,=1, ko=1, k3=1, eee y 

а соответствующие Beca (C y¥eTOM Toro, YTO 43i/p3;==1) равны 

Поэтому 

1 1 
са: = У, =1+5 ++... =2, 

(ilk ;=1) | 

32 == 2 W,=9, C35 > >» V,=1 

(ilk ;==2) (i[k7=3) 

3) И только для вычисления Co}, Со2 И Cog HY2KHO действительно 
строить случайные цепи, начинающиеся с № =,и==2, и производить 
расчеты. Впрочем, в этом случае различные типы цепей легко клас- 
сифицируются, ибо во второй строке матрицы (70) лишь ра и ро 
отличны от нуля.
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Цель, начало которой Ао==2, может несколько раз оставаться в 
Ri ==Ro=. . == Rk, = 2. Но если окажется, что А;.| =1, то дальше 

уже все №1} =, 102=...==1. Следовательно, общий вид такой 
цепи (0<={1< о) 

Ко = А =... =, = 2, Rij SH Rg eee Sl. (71) 

Соответствующие такой цепи веса легко вычислить: так как 422/22 ==, 

= 1, @2/ро: =4, а/рии == о, TO 

=, =... =, = Г; №, = 4; И: =2, Из =Т, вез 

Интересующие нас суммы весов вдоль такой цепи равны 

у, =4-+2--1+ 12+... =8, 
(/k;=1) 

& 
- —__ Е. 7, __ 2 W=t+l, У и =0. 
(ИК =2) (i /k j=3) 

Из этих соотношений сразу следует, что со, ==8, соз==0. 
Оставшийся элеменг Cog можно вычислить аналитически, если за- 

писать, что вероятность получить цепь (71) равна (см. начало 
стр. 39) 

(р»з)! ра = (М2), 

и вместо формулы (69) воспользоваться точным выражением дла 
математического ожидания 

со 

(ИЕ?) i=0 

Итак, обратная матрица С равна 

200 
С=|8 20. 

201 

Конечно, в общем случае (когда в матрице А много ненулевых 
элементов) разнообразие цепей столь велико, что заменить формулу 
(69) аналитическим расчетом невозможно. Заметим также, что по 
цепям, начинающимся с Ао=г, можно одновременно вычислять все 

, crr’ cr’=1, 2,..., m, n60 каждое ; входит в сумму У W; 
(Ие=г) 

при одном и только одном г". 

5.5. Решение дифференциальных уравнений Лапла- 
са и Пуассона. В ограниченной связной области @ 
плоскости х, у с простой границей С° рассмотрим
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дифференциальное уравнение с частными производными 

0°u/Ox?+07u/dy?=F (x, И), (72) 

rie u==u(x, y) —uckoMaa функция. Уравнение (72) при 
F(x, y)==0 называется уравнением „Лапласа, а при 
Е(х, у) ==0 — уравнением Пуассона. 

Предположим, что на границе С° задана некоторая 
функция 5(х, у) (часто пишут ($), где $ — длина дуги 
границы, отсчитываемая от какой-нибудь фиксирован- 

ной точки). Требуется 
найти такое решение 
и(х, у) уравнения (72), 
которое на границе совпа- 
дает с &(х, и): 

и(х, у) о-в. (73), 
Задачу об отыскании ре- 
шения уравнения (72), 
удовлетворяющего  гра- 
ничному условию (73), на- 
зывают задачей Дирихле. 

Для — приближенного 
решения этой задачи [63, 
88] выбирают на плоско- 
сти достаточно мелкую 
квадратную сетку с ша- 

Рис. 53. rom A (рис. 53). Коорди- 
наты узлов этой сетки 

пусть будут х,=], Ш==Ш, а значения u(x; и) п 
F(x; и) для краткости обозначим ик и Ё;.. Узел (1 у 

называют внутренним, если и он, и все четыре соседиих 
с пим узла (1—1, 2), (+1, 0), (, Е, (1 ГГ) привад- 
лежат (-|-(°, в противном случае узел (}, [), принадле- 
жащей @--(°, называют граничным. 

Во внутреннем узле (х, и,) уравнение (72) заменяет- 
ся разностным уравнением | 

‚9     

    

26    

       в сы 

-Faynggenll 
BLAINE ЕЛ 

rrr      

    

и, —2u,,-u; и —2и,.-и, 
+1, il 7—1 1-1 jl 1—1 

i h2 + h2 = Ем, 

которое можно переписать В виде 

Hit = 4) aah Appa Yaa Tiga ЕР). (74)
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В граничных узлах полагают 

и, 1=б, Je (75) 

(Значения д}: «сносят» с ближайших точек границы С°.) 
Решение алгебраической системы (74)—(75) при й-—0 
приближается к решению задачи Дирихле для уравне- 
ния (72). 

Если перенумеровать все узлы, принадлежащие 
С--(° (в произвольном порядке), и переписать в том же 
порядке уравнения (74) и (75), то получим систему 
вида (55) 

т 

Ug, = 21 Fatty + fen a=1,2,...,m 
O== 

(т — количество узлов), с весьма своеобразной матри- 
цей Д: внутреннему узлу с номером а отвечает строка 
Чс1,..., Чат, В КОТОрой 4 элемента равны 1/4, а осталь- 
ные — нули; граничному узлу с номером а отвечает стро- 
ка ао ===... =@оп==0; все диагональные элементы 
@о«==0. (Можно доказать, что все собственные значения 
такой матрицы по абсолютной величине мепьше едипии- 
цы.) Свободные члены этой системы равны [== 
—=— (1/4) #?Р., если узел номер © внутренний, и «== 6, 
если узел номер © граничный. 

Воспользуемся методом п. 5.3. и построим метод 
Монте-Карло для расчета и, — значения решения в одном 
(заранее заданном) узле. Выберем матрицу переходов 

ав, если узел номер @ внутренний, 
Pap = | > 

ба» если узел помер @ граничный 

(бов — символ Кронекера: ба«==1, бав=0 при &=В). 
Процесс построения цепи по такому закону оказыва- 

ется очень наглядным: 1) начинаем с Ао==г; 2) если узел 
к, внутренний, то с одинаковой вероятностью '/4 выбира- 
ем в качестве А;.1 номер одного из соседних с ним узлов; 
3) если узел Е граничный, то цепь останавливается: 
R= Rj) =Riso=. .. 

Расчет весов №; вдоль такой цепи также чрезвычай- 
но прост: пока цепь не попала на границу И’ =Й,==... 
oo = Wi=1; далее И, = Wigo=... =0.
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Поэтому случайная величина (67) оказывается равной 

= + +... (76) 

где й; — номер первого выхода цепи на границу. В (76) 
все [ь,..., le, вычисляются по формуле [«=— 

— (1/4) А?Рь и лишь последнее |», равно значению ,; 

Замечание. Если вместо граничных условий (73), 
заданы более сложные условия, например: 

[си-- сз (ди/дх) {сз (ди/ду) «== в, 

та уравпения (75) наряду с и, будут содержать также 
значения И« В некоторых соседних узлах. И случайная 
цепь, попав на границу, останавливаться не будет. 

Пример. Пусть и(х. и) — ретение уравнения Лапласа- 
(92и/дх?) + (0?и/9у?) =0 в единичном квадрате 0=х=1, О=<у=<1, 
удовлетворяющее граничным условиям и(х, 0) =0, и(0, у) ==0, 
в (х, 1) =х, и(1, у) =у Вычислить значение и (1/2, 1/2). 

    

    

J 
0 if Ya wid 7 

ооо © 
Г 
| 

©O—) 1 5/4 

<
\
 

|
 

{
>
 

Na
 

4 o
S
 my
 

[
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Рис. 54. 

Выберем в квадрате сетку с шагом й==1/4 и перенумеруем уз- 
лы так, как это указано на рис. 54. Для уравнения Лапласа форму- 
ла (76) еще более упрощается: C= 8p так что & равно значению & 

в том узле. в котором цепь попадает на границу. Возле каждого 
граничного узла на рис. 54 проставлено значение в для нашего 
примера.
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Для построения цепей воспользуемся таблицей случайных цифр, 
приведенной на стр. 295. Если случайная цифра = окажется 0 или 4, 
то будем перемещаться в соседний узел справа; если # равно | или 5, 
то будем перемещаться влево; если в равно 9 или 6, то перемеща- 
емся вверх; если = равно 3 или 7, то перемещаемся вниз; значения 
=, равные 8 или 9, опускаем. 

Таблица 3 

  

  

  
  

    
  

  
    

т 5 1 50 75 661 5 5 

18—18—17—16 и ЗВ 44—46 13—12-—11 

6 6 4 3 4 56 65 5 1 

13—18—23 13—14—9—10 13—12—17—16 13—12—11 

2332 4 3 7 7 5 7 0 2 6 

Гу: у |1 
13—18—13—8—13—14—9—4 13—8—7—2 113—14—19—24 

1603 33. 425 0 2 2 2 
-f-,> +s > < > } + ft 

13—12—17—18—13—8—3 13—14—19—18—49—24 | 13—18—23 

4555 37 5 1 
= = < < {$ 1 <_< 

183—14—13—12—1{ 13—18—3 | 13—12—11 
|       
  

В табл. 3 приведены 16 случайных цепей. В первой строке запи- 
саны использованные случайные цифры, во второй — схематически 
указано направление перемещения, а в третьей — сама цепь (номе- 
ра #7). Соответствующие этим цепям значения & равны О, 0, 0, 1/2, 

1/1, 0, 0, 0, 0, 3/4, 0, 3/4. 112, 0, 0, 0. Среднее арифметическое этих ве- 
личин дает нам приближенное значение решения в точке (1/2, 1/2): 

Lt) LS <0,17 uly a) 16 2 b= 9.17, 

Из эмпирической оценки дисперсии 
1 16 о 1 16 2 

06 = 526 — p(B) = 0,081 

следует, что вероятная ошибка rye == 0,675 VY 2/16 = 0,05. 
Точное решение рассмотренной задачи и=ху, так что 

и (1/2, 1/2) =0,25, и фактическая ошибка расчета равна 0,08.
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Метод настоящего пункта позволяет вычислять реше- 
HHA разностных уравнений, аппроксимирующих диффе- 
ренциальные уравнения. Связь таких задач с блужданн- 
ями по сетке была впервые установлена в [113]. В $3 
гл. 8 указан метод Монте-Карло для решения задачи 
Дирихле, не связанный с разностными уравнениями. 

5.6. Случай очень большого числа переменных. Мето- 
ды Монте-Карло, изложенные в 65$ 2, 3, 4, часто исполь- 
зуются в вычислительной практике, так как классиче- 
ские численные методы решения интегральных уравне- 
ний В Многомерном случае приводят к весьма сложным 
расчетным схемам. Методы настоящего параграфа, на- 
против, сравнительно редко используются, так как эти 
задачи хорошо решаются численными средствами линей- 
пой алгебры. Пожалуй, только в задачах с большим 
числом переменных методы Монте-Карло могут успешно 
конкурировать с методами линейной алгебры [115]. 

Предположим, что требуется оценить одну компоненту 2, ре- 
шения 2 системы (55), у которой все |а%в] < 9[т, |1 < 6, и 9<!. 

В этом случае ряд 2, = f,+ (Af),+ (A®/), +... сходится быстрее, 
чем геометрическая прогрессия с--с9-+с9?-+..., и при заданной 
точности можно ограничиться каким-то определенным количеством # 
слагаемых: 

(А). (77) м
М
-
 

<r 
_ <! 

[=0 

Будем считать, что #>3. Для того чтобы по компонентам вектора 

АД} вычислить все компоненты вектора АГ;, необходимо проде- 
лать 11? умножений (операциями сложения, как более простыми, мы 

пренебрегаем). У вектора А ‘нам нужна лишь одна компонента 
(А*!),. Следовательно, общее количество умножений, затрачиваемых 

при расчете по формуле (77), равно (Е — 1) т? т. 

Рассмотрим теперь метод п. 5.3. Пусть все Рав — Пт; это зна- 
чит, что каждый номер № с равной вероятностью может принимать 
значения 1, 2,..., т независимо OTR;_,. Такой выбор можно (см. 

стр. 46) осуществлять по формуле А; =1--Д (ту), где у — очередное 
случайное число. 

Для реализации цепи с такими вероятностями перехода надо: 
1) выбрать №==г; 2) выбрать & и найти элемент а»; 3) выб- 

рать А и найти а, ки т. д. до O ey _ ky: Значение случайной Be- 

личины (67), соответствующей (77), будет вычисляться по формуле 
t 

— WV y — WW c= 2 W ite,» где Wp = Wj, kp Wo =. 
i= 

t
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Если матрицу аов заранее умножить на 27, то на расчет одного 

значения будет затрачиваться всего 3# умножений (т на У, тар ph) 

на У; и Ir, на )- —И если для достижения требуемой точно- 

стн придется вычислить N цепей, то общее количество умножепий 
при таком способе расчета равно ЗЁ\-Н пе. 

Очевидно, расчет методом Монте-Карло будет экономичнее, чем 
расчет по формуле (77), если 

(1—2) т--т> ЗМ. (78) 

Легко показать, что величина № — количество цепей, необходи- 
мое для достижения заданной вероятной ошибки — ограничена при 
т — © и {— о. В самом деле, как известно, М пропорционально дис- 

t 
персни DE. Ho 2б< М8? и так как |] <с У ge <e(l—g)!, по 

i=0” 

05<с?(1—49)-?. Последняя грапица ни от 2, ни от Ё не зависит. 
Квадратному неравенству (78) удовлетворяют все т такие, что 

m>[—1-+ V1 + 12 (¢ 2)МИ2 (#— 2]. 

Так как М№М»1, то это неравенство можно заменить более простым 

m > V 12t (¢— 2) W/[2(t — 2)} = УЗМИЕ- 2). 

Наконец, так как при #>3 отношение #/(1—2) =3, то последнее не- 
равенство, а вместе с ним и (78), будет выполнено при любом #3, 
если только _ 

m>3YVN. 

Например, если №==900, то метод Монте-Карло выгоднее, чем 
расчет по формуле (77), для систем порядка т>90. 

  

Упражнения к главе 5 

1. Рассмотрим произвольную функцию А(Р, Р”) из Ё2(СЖС) и 
решение 2(Р) уравнения (25), представимое в виде сходящегося 

ряда (28). Чтобы вычислить квадратичный функционал (Кг, г) ме- 
тодом Монле-Карло, можно использовать пары независимых слу- 

чайных траекторий (Л. В. Майоров, А. М. Суховой [49]). 
а) Пусть две траектории  типаТ.» (4 — ...-> Qa...) a 

(<, >... > 0,—>.. ‚строятся по плотностям 

р (4), р (9:1, 9) и р’ (Qo); р’ (9;—1, Q;) 

соответственно. Определим случайную величину п, зависящую от 
пары таких траекторий: 

R (Qs, Qo} co © , , 

— SM Wd, w ilo). 
р (9%) №’ (4) Zo i (Qi) > if (Q)) 
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6) Пусть две траектории типа Т. (Qo ++ 7Q,)H (% >... 

. > 0.) строятся по законам р(45), р (9;_1, Ч }› @ (Чи р’ (9%), 

р’ (9; > Q i). а’ (©, ) соответственно. Определим случайную величину 

‚ зависящую от пары таких траекторий: 

— К (Qo, Qo) mw fF (Q,) у’, f(Q,-) 

wp (Qa) P’ (Q) Va(Q) % a(Qy)’ 

Tyy 

  

  

Доказать, что если выполнены условия теоремы 4, то 

My = My ye = (Кг, г) . 

2. Доказать, что если плотности р(Р) и p(P, P’), no которым 
строятся траектории Г, удовлетворяют условиям 

f fp cP) f(P) po) (PP p(P) dP <0 
G 

И 

{IK (P, P’) F(R) pT (P, PFN (PIP p(P, P’) dP’ <q <i 
G 

(npu m060m PeG), To nucnepcua DE[p] <oo. 
Указание. Воспользоваться неравенством (44). 
3. Предположим, что функции 

с f? (P) , К*(Р, Р’) 
Фр (Р) = `р{Р)* 15) =а(Р), Кр (Р, 27 = 5) р(,Р)   

принадлежат соответственно Ё5.(С), Ё2(С), хо, и ряд Нейма- 
на для решения гр уравнения 2) = Кргр + fp сходится. Дока- 
зать, что дисперсия оценки (39) конечна п равна 

ОФ, [$] = (фр, гр) — ($, 2) 

(В. Г. Золотухин, С. М. Ермаков [36]). 
4. Интегральное уравнение 

3 вх 
г (х) = 50 a 2 (x’) dx’ + 45x — 3 

Ух 
имеет решение Z=50x. 

а) Доказать, что последовательные приближения (26) сходятся, 
если только интеграл Аф(х) конечен. 

6) ПустьА,,..., A, — заданные интервалы, расположенные 

внутри [0, 1], и требуется вычислить методом Монте-Карло п. 2.2
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числа 

2k ,2,.6,4, = | 2 (x) dx, k=] 

Ar 

в случае, когда начальное приближение 2(0) (x)==1 Выписать все 
расчетные формулы, если начальная плотность р(х)} ==1, а плотность 

вероятностей перехода из х в х’ пропорциональна («+ х’/Ух. 
5. Доказать, что в условиях п. 3.2 (расчет по истинным траек- 

ториям) можно для оценки (ф, 2) вместо случайной величины 

Cy LF] = Uf (ao) (Qo)1 £4 (Qy)/2 (Qy)]> 
называемой оценкой по поглощениям, использовать случайную вели- 

У 

чину %, [Я = [/ (©)/р (9,1 Уф (9), пазываемую оценкой по 
j=0 

столкновениям. 
Указание. Получив выражение 

Muy = x fo. fF (Po) x + (P;) П КР, 1, Р.)а (РуаРь. АР, 

использовать тождество а (Р;) =1 —| Кох (Ру, Ри) АР. 
6. Рассмотрим квадратную матрицу В = (O48) » i<oa, B<m, sce 

собственные значения [Ly которой удовлетворяют условию 

[My —Al<h, ADO. (79) 

Построить метод Монте-Карло для обращения матрицы В при по- 
мощи итераций матрицы А=Е — #-! В. (Если все собственные зна- 
чения м, ..., Им матрицы В действительны и положительны, то 
условие (79) всегда выполнено прий == тах (И; .+.; Ми) .) 

7. В области С={0<х=<1|, Е>0} рассмотрим дифференциаль- 
ное уравнение теплопроводности 

ди/ОЁ== 0и/дх2-Е(х, #). 

Требуется найти решение и==и(х, Г) этого уравнения, удовлетворяю- 
щее граничным условиям 

u(x, 0) =g(x), u(0, f) =go(t), aU, tf) =e: (2). 

Зыберем прямоугольную сетку с шагом Й по хи ДА по ft. Koop- 
динаты узлов этой сетки х, = ja, t= ГА, а значения Ш (Хх), a) и 

Р (х,, #,) обозначим и, } и Fy Во всех внутренних узлах заме- 

ним дифференциальное уравнение разностным 

Myr М га РН с 
= h Тиры 
  

которое, введя параметр х=АЙЙ?, можно переписать в форме 

и = KU p41 t—1 + (1 — 2х) 4—1 -+- КИ —1 1—1 + АЕ, 11. 

Условие устойчивости этого уравнения х=< 1/2. 
Определить случайную цепь, аналогичную цепи из п. 5.5, для рас: 

чета и; ; методом Монте-Карло. 

14 И. М. Соболь



ГЛАВА 6 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ЕСТЕСТВЕННЫХ 
ПРОЦЕССОВ 

Рассмотрим какой-нибудь естественный процесс, на 
протекание которого влияют различные случайные фак- 
торы. Законы распределепия этих факторов будем 
считать известными: иногда эти законы можно вы- 
числить теоретически, чаще — экспериментально. Так 
как мы умеем находить значения случайных величин 
с любыми законами распределения (гл. Ти 2), то, разыг- 
рав конкретные значения случайных факторов, мы смо- 
жем рассчитать конкретную случайную  реализа- 
цию процесса. Такой расчет называют имитацией ($1- 
mulation). 

Большинство приложений метода Монте-Карло свя- 
зано именно с имитацией. Технические приемы имита- 
ции в различных областях науки, техники, экономики 
подробно рассматриваются в специальных книгах. Поэ- 
тому мы ограничимся лишь очень кратким изложением 
нескольких простых примеров ($ 1). 

С точки зрения математики гораздо интереснее то, 
что для многих задач можно построить более выгодные 
алгоритмы расчета, если’ отказаться от имитации есте- 
ственного процесса и воспользоваться некоторыми искус- 
ственными моделями. 

‚Именно таким спобобам расчета — моделированию 
с использованием статистических весов — посвящена на- 
стоящая глава. Основная’ область применения этих мето- 
дов (пока) — нейтронная физика. Однако материалы 
конференции [55] показывают, что такие методы начина- 
ют проникать и в другие области.
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$ 1. Моделирование путем имитации 

1.1. Задача о поглощении нейтронов. Рассмотрим 
ограниченную выпуклую (для простоты) область Go 
в пространстве, не содержащую делящихся ядер. Счита- 
ем известными сечения рассеяния и поглощения % (г, Е) = 
=>, (г, Е) |-Х№(т, Е) и индикатрису рассеяния р, (г’, ©”; 9), 
которая представляет собой условную плотность распре- 
деления направлений рассеяния ©. В точке гоеЕЕСо распо- 
ложен источник нейтронов с энергией Ёьу и с равноверо- 
ятными направлениями % начальной скорости. Требует- 
ся вычислить вероятность рд того, что нейтрон, вылетев- 
ший из источника, поглотился в области Go. 

Задача рассматривается в одногрупповом приближе- 
нии, так что энергия нейтрона Ео при рассеянии не Me- 
няется. 

Возможностью возвращения вылетевшего нейтрона 
обратно в Су пренебрегаем. Последнее условие означает, 
что нейтрон, вылетевший из Су, перестает нас интересо- 
вать. Поэтому можно внешнюю среду заменить любой 
поглощающей средой с сечением »=Ж%2г>0. 

Рассмотрим какой-нибудь нейтрон, порожденный 
источником. Выберем случайное направление 4% его 
скорости (методом гл. 2, п. 2.4.2). Затем разыграем 
для него случайную длину # свободного пробега — как 
это делать указано ниже в $ 2. Получим точку столкно- 
вения нейтрона г: ==7о-- о. 

Если г! @ Со, то мы считаем, что история нейтрона 
закончилась вылетом из области Со, и полагаем случай- 
ную величину Чд==0. 

При Г1ЕСо разыгрываем судьбу нейтрона (методом 
гл. 9, п. 1.2.2). Если нейтрон поглотился, то история его 
заканчивается и полагаем |„==1. Если же нейтрон рас- 
сеялся, то в соответствии с индикатрисой рз(ги, Qo; 2) 
разыгрываем новое направление скорости ==, затем 
новую длину свободного пробега Ё, и вычисляем следу- 
ющую точку столкновения Г. ==71-Н 1. 

Расчет траектории продолжается до вылета нейтро- 
на из области Су или до его поглощения. (Можно дока- 
зать, что при весьма общих условиях вероятность бес- 
конечной последовательности рассеяний внутри Су рав- 
на нулю.) Если история нейтрона заканчивается погло- 

14:
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щением, то полагаем цд==1, в противном случае полага- 
ем пд==0 (рис. 55). 

По определению искомая вероятность ра=Р{ид==1}. 
Так как распределение случайной величины \л задается 

то Мпа=ра, Оуд==рд — р, . Оценкой величины Pa 

by 

     
Рис. 55. 

служит среднее арифметическое 
N 

1 
А (ПА) (1) 

где (т^).--значение л, полученное на $-й траектории, 
а №— общее количество реализованных траекторий. 
Последнюю формулу можно записать также в виде 

РАМ! М, 

где №. — количестго траекторий, закончившихся погло- 
щением нейтрона. 

Изложенный метод Монте-Карло для расчета ра 
основан на имитации поведения нейтронов в среде. В ка- 
ком-то смысле это самый естественный метод решения 
задачи. Однако это не лучший метод. Ниже, в $ 3 указа- 
пы несколько видоизменений этого метода, позволяющие 
строить случайные величины т такие, что Ми=ра иВи=— 
< Вца. При этом будет использована следующая лемма. 

Лемма. Если случайная величина т, для которой 
Ми==ра, удовлетворяет неравенствам 0<\=—<1, то Ру 
<= Dna. 

Доказательство. Так как Мт?<М\и==ра, то 

дисперсия Ру = Му’— ра < ра — ра = Ома.



§ 1] МОДЕЛПРОВАНИЕ ПУТЕМ ИМИТАЦИИ 213 

1.2. Задача о размножении нейтронов. Предположим, 
что область Со, рассмотренная в п. 1.1, содержит рас- 
щепляющиеся вещества, так что полное сечение »==>,-|- 
+2.+2;, rae У», — сечение захвата, а У», — сечение деле- 
ния. При захвате поглощенный нейтрон «исчезает», а 
при делении вместо поглощенного нейтрона появляются 
у новых нейтронов, называемых нейтронами деления. 
Распределение случайной величины % задано *). 

Снова ограничимся одногрупповым приближением и 
будем считать, что энергии всех нейтронов равны Бо; 
рассеяпие изотропно; распределение скоростей каждого 
из нейтронов деления также изотропно. 

  

  

  

  
Рассмотрим историю одного нейтрона, оказавшегося 

в области Со. Каждое звено его траектории моделирует- 
ся так же, как в п. 1.1: разыгрываются случайное на- 
правление ©.. случайный пробег Ё; и «судьба» при столк- 
новении в Точке Г1.1==/-- 0, (гл. 2, п. 1.2.2). Если про- 
изошло деление, то разыгрывается величина у, и траек- 
тория в точке Г..! разветвляется на у ветвей, каждая 
из которых моделируется независимо по тем же форму- 
лам. Полученную ветвящуюся траекторию часто называ- 
ют деревом. Схема такого дерева изображена на рис. 56. 
  

*) Обычно, Если Му=\у, заключено между т и т-ЕТ, то счита- 
ют, что Р{у==т-- 1} = т--1 — м, Р{у=т} =у — т.
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Область Со называется критической, если количество 
нейтронов в этой области постоянно во времени. Наибо- 
лее распространенный метод расчета критичности — счет 
по поколениям [25, 51, 53] — состоит в следующем. По- 
местим в Су некоторое количество п, нейтронов, которые 
будем считать нейтронами 1-го поколения. Затем разы- 
граем историю каждого из этих нейтронов до его «исчез- 
новения» (т. е. до вылета из Су, до захвата или до по- 
глощения с делением). При этом мы получим некоторое 
количество И› нейтронов деления, которые будем считать 
нейтронами второго поколения. После расчета достаточ- 
но большого числа { поколений, отношения И:.1/й; уста- 
навливаются, так как fis /Mim Raggy Величина Rog 
называется эффективным коэффициентом размножения 
нейтронов в Со. Если №„.==1, то область Со критична. 
(При Ё„„<'1 цепная реакция в Со затухает, а при 

he yy >> | — приводит к взрыву.). 
Очевидно, для расчета по поколениям строить ветвя- 

щиеся траектории ие нужно. 

1.21. О технике расчета ветвящихся траекто- 
рий. Ветвящиеся траектории встречаются во многих задачах, свя- 
занных с прохождением элементарных частиц, когда, например, фо- 
тон может привести к образованию пары электрон — позитрон или 
к появлению свободного электрона (фотоэффект). При расчете де- 
ревьев вовсе не обязательно сперва строить все дерево, а потом про- 
изводить его обработку (т. е. отбор нужных данных и осуществле- 
ние нужных вычислений). Укажем два основных алгоритма посте- 
пенной обработки дерева, 

а) Обрабстка дерева по поколениям. Этот способ 
удобен в тех задачах, в которых деревья длинные, по не слишком 
сильно ветвятся. Схема расчета достаточно очевидна: по частицам 
одного поколения вычисляем все частицы следующего поколения и 
олновременно прсизводим обработку построенной части дерева. За- 
тем информацию о старом поколении можно уничложить Так что в 
памяти приходится хранить не более двух поколений. 

Вообще говоря, к поколению можно отнести любые две частицы, 
не являющиеся «предками» друг друга (например, нейтроны, соедн- 
ненные пунктиром (7) на рис. 56). Тогда следующее поколение оп- 
ределяется однозначно (пунктир (2)). 

6) Лексикографическая обработка дерева. Этот 
способ удобен в тех задачах, в которых деревья ‘не очень длинные, 
но сильно ветвятся. Схема расчета такова: движенся по одной (ка- 
кой-нибудь) ветви, производя обработку и записывая все ответвле- 
ния. Достигнув конца ветви, возвращаемся на одно колено назад и 
начинаем двигаться по какому-нибуль из записанных ответвлений. 
Если записанных ответвлений нет, то возвращаемся еще на колено
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назад. Счет закончится тогда, когла мы возвратимся к оспованию 
дерева. 

Номера на рис. 56 указывают порядок одного из возможных 
лексикографических обходов изображенного дерева. Ясно, что при 
каждом возвращении на одпо колено можно уничтожить информа- 
цию об обработанной части. Поэтому в любой момент в памяти 
ЭВМ сохраняется лишь одна полная или неполиая ветвь с записан- 
ными ответвлениями. 

1.3. Системы массового обслуживания. Рассмотрим 
модель одной из простейших (однофазных) систем мас- 
сового обслуживания. Такая система состоит из п линий 
(или каналов, или пунктов обслуживания), каждая из 
которых может независимо «обслуживать» заявки. В лю- 
бой момент времени линия может быть либо свободной, 
либо занятой. 

Примерами таких систем могут служить автозапра- 
вочная станция (линии — бензоколонки, заявки — приез- 
жающие машины), телефонная станция (линии — кана- 
лы связи, заявки — вызовы абонентов), парикмахерская 
(линии — мастера, заявки — клиенты) и Т. д. 

В систему поступает случайный поток заявок, вероят. 
ностные характеристики которого предполагаются изве- 
стными. Если в момент поступления А-й заявки, назовем 
его &, имеются свободные линии, то одна из пих (прави- 
ло выбора должно быть задано) принимает на себя 
обслуживание этой заявки. Продолжительность обслу- 
живания заявки 1-й линией представляет собой случай- 
пую величину т, плотность распределения которой р:({) 
также должна быть задана. 

Предположим, что наша система представляет собой 
систему с отказами: если в момент & все линии заняты, 
то система выдает отказ. (Такая модель годится для 
телефонной станции, но не подходит для автозаправоч- 
ной станции или парикмахерской, которые ближе к так 
пазываемым системам с ожиданием). Важнейшая ха- 
рактеристика системы с отказами — среднее число отка- 
зов в заданном интервале времени. Конечно, число от- 
казов зависит от поступающего потока заявок. 

Аналитические методы позволяют рассчитывать систе- 
мы массового обслуживания только в простейших случа- 
ях. Во всех болес сложных задачах приходится прибе- 
rath к статистическому моделировакию [7, 38, 43].
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1.3.1. Описание потока заявок. -Чаще других 
рассматривается стационарный пуассоновский поток, на- 
зываемый также простейшим потоком, в котором интер- 
валы между моментами поступления двух последователь- 
пых заявск независимы и подчиняются экспоненциально- 
му распределению: &,=1,-,-20, и функция распределения 
0 равна 

F(x) =1—e-*,  O0<x<oo, (2) 

Величина а=1/М@ называется интенсивностью потока 
заявок. 

Из более сложных стационарных потоков отметим 
только потоки Эрланга, в которых величины 9—=&—Ё-1! 
также независимы, но подчиняются более общему гам- 
ма-распределению (см. гл. 2, п. 4.2) с плотностью 

ат 

p(y) = mop ee O< xm. 

Интенсивность такого потока равна 1/М0==а/т. 
Сравнительно редко используют нестационарные 

пуассоновские потоки, в которых функция распределения 
9=—=1,.,—{, зависит от &: 

Е (х)=1 — ехр [-— Га(ь-+ 5) 4$} 0<xX¥< om. 

Нетрудно проверить, что Ё(х) в последнем случае имеет 
тот же вид, что функция распределения свободных пробе- 
гов (см. ниже формулу (6)). Изложенный в п. 2.2.3 
метод постоянного сечения позволяет легко моделиро- 
вать такие нестационарные потоки, вводя фиктивные 
заявки. 

1.3.2. Алгоритм расчета системы с отка- 
зами. Рассмотрим конкретную систему с отказами, 
состоящую из й линий. Плотности р:(Г) считаем извест- 
ными. Правило выбора свободной линии сформулируем 
так: заявка поступает на линию, которая освободилась 
раньше всех, а если таких несколько, то на ту из них, 
номер которой меньше. 

Пусть в рассматриваемую систему поступает простей- 
ший поток заявок с интенсивностью а. Требуется оце- 

- нить среднее число отказов за время 5 1< щи.



$ 1 МОДЕЛИРОВАНИЕ ПУТЕМ ИМИТАЦИИ 217 

Поставим в соответствие линии с номером Е ячейку 
ЭВМ, в которую будем записывать момент освобожде- 
ния этой линии Ге. В начальный момент, очевидно, Г1= 
=ТГ.==...=7,==1. В отдельную ячейку будем записы- 
вать величину Г= т! Т.. 

l<i<n 

Момент поступления первой заявки разыграем по 

формуле 
tj) ==ty>— (1/а) In Y1- 

Очевидно, первую заявку начнет обслуживать первая 
линия. Время обслуживания т найдем из уравнения 

| (t) dt = ,. 

Линия номер 1 будет занята до момента (Т!) новое == 
==/,+1. Следовательно, в соответствующей первой линии 
ячейке надо заменить Г; на (Т!)юше И ВЫЧИСЛИТЬ 
новое T. 

Предположим теперь, что «судьбу» (Ё—1)-йЙ заявки, 
поступившей в момент #,-1, мы уже выяснили. Тогда 
разыгрываем момент поступления Е-й заявки 

t= t,-1—(1/a) In Yount 
и проверяем, если ли свободные линии. Для этого доста. 
точно проверить неравенство 

Т<ь. - (3) 

а) Если (3) выполнено, то линия, для которой Г.=Т, 
приступает к обслуживанию *-й заявки (если линий, для 

которых Г:=Т, несколько, то выбирается та из них, но- 
мер которой меньше). Продолжительность обслужива- 
ния т разыгрывается по формуле 

t 

| p;(t) dt = Yor; 

затем вычисляется (Т:)новье==&--т и новое значение T. 
После этого можно перейти к рассмотрению следующей, 
(2--1)-й заявки. 

6) Если неравенство (3) невыполнено, то свободных 
линий в момент & нет и система должна выдать отказ.
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В этом случае необходимо прибавить единицу к счетчи- 
ку отказов, после чего можно перейти к рассмотрению 
(2--[)-й заявки. 

Расчет продолжается до тех пор, пока момент посту- 
пления очередной заявки не окажется больше, чем 

у 
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Рис 57. 

он. К этому времени в счетчике отказов будет стоять 
количество отказов й за время 51 Ён. 

Повторив такой опыт М раз (с различными случайны- 
ми числами), получим М значений ци,..., И», ПО KOTO- 
рым можно оценить среднее число отказов за время 
<: Мил (ИМ) (ш-...-Ри»). Схема обработки 
одной заявки изображена на рис, 97. 
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1.4. Расчет вероятностных характеристик сложной 
случайной величины. Рассмотрим я-мерную случайную 
точку @=(# ,..., Ё"), закои распределения которой 
Ро (хь..., Хх») известен. Требуется вычислить какие-ни- 
будь вероятностные характеристики скалярной случай- 
ной величины 

n=/(Q), 

например Ми или P{yeA}, где А —заданный интервал. 
Если функция |(х,..., Х,) хоть сколько-нибудь 

сложная (или задана алгоритмом, а не аналитическим 
выражением), то аналитически вычислить функцию рас- 
пределения Р,(и) не удается. Весьма естественно в этой 
ситуации использовать метод Монте-Карло. 

В самом деле, приемы гл. 2 позволяют находить 
независимые реализации (©, точки О. По ним можно 
вычислить соответствующие значения yi=[(Q:) ве- 
личины yn. Достаточно большая выборка п1,..., Им поз- 
воляет оценить любые характеристики величины и, 
например, 

ae 1 
Mn =a 2 tp Pine ASE d хл (п), 

=] ~
 

где уд(у) — индикатор интервала А (см. стр. 166). В 
п. 3.1.4 гл. 1 указано, как по выборке \,... ‚ м ПоСтро- 
пить эмпирическую функцию распределения Ём (и), кого- 
рая при больших № близка к Рь (у) *). 

  

*) Для того, чтобы оценить плотность р, (у) случайной величи- 

ны 1], обычно строят гистограмму fh (у). Для этого выбирают интер- 

вал [а, 6), содержащий все выборочные значения 11, ...,Ny, разби- 
вают его на г интервалов: 

. 

= У Шри), Me Yo =a y= 
j=l 

и вычисляют количества выборочных значений, принадлежащих этим 
интервалам: у, ..., \, (ср. гл 1, п. 3.1.2). Гистограммой называется 
ступенчатая линия Ay ( ) = (V/N)(Y,— ¥j—1): при уе [у 4); 
(j=1, 2,..., 7. 

О гистограммах в п-мерном случае см. [98].
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В указанную схему укладываются способы расчета 
многих практических задач. Интересно, что в большин- 
стве случаев приходится выполнять серии расчетов, от- 
личающихся значениями некоторого параметра ХА, так 
что 1(^) =[ (О; ^), и метод гл. 3, п. 4.1 оказывается 
весьма полезным. 

Мы ограничимся только одним примером. 
1.4.1. Оценка качества приборов. Рассмот- 

рим электрический прибор, который состоит из сопротив- 
лений Ю(?, Ю?,... емкостей С), С?,...и др. Предполо- 
жим, что качество прибора определяется величиной (, 
которая может быть вычислена по параметрам деталей: 

U=f(R®, R®, 22, CP, C®, 0,0 0.) (4) 

В действительности параметры всех деталей несколько 
отличаются от номинальных, и поэтому значения ПО для 
разных экземпляров прибора будут отличаться от (4). 
Можно пытаться оценить пределы изменения (, выби- 
рая самые неблагоприятные значения параметров. Одна- 
ко далеко не всегда ясно, какой набор параметров будет 
наихудшим. К тому же, как правило, такая оценка боль- 
шого практического значения не имеет, так как в дейст- 
вительности мало вероятно, чтобы все параметры одно- 
временно были наихудшими (особенно если их много). 
Поэтому более рационально считать параметры всех 
деталей независимыми случайными величинами и мето- 
дом п. 1.4 определить закон распределения случайной 
величины 0. 

Для такого расчета нужно знать функции распреде- 
ления параметров всех деталей. К сожалению, вероят- 
ностные характеристики деталей заводами-изготовителя- 
ми пока не выдаются. Конечно, можно получить такие 
данные путем просмотра болыних партий однотипных 
деталей. Но это довольно большая работа. И чтобы 
избежать ее, некоторые исследователи поступают проще: 
если указано, что величина сопротивления может откло- 
няться от номинала R va 5%, то считают, что величина 
эта нормальна с параметрами (а; 6), которые определя- 
ются из условий 

a==R, 36=0,05R 

(ср. с «правилом трех сигм», стр. 88).
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Заметим, что экспериментальное определение вероят- 
ностных характеристик прибора возможно лишь тогда, 
когда имеется достаточно большая партия готовых при- 
боров. Метод настоящего пункта позволяет оценить эти 
характеристики еще на стадии проектирования. 

$ 2. Моделирование свободного пробега 

2.1. Закон распределения длины свободного пробега. 
Предположим, что вдоль оси Ох движется некоторая 
элементарная частица (нейтрон, фотон, протон и т. п.), 
котораз может сталкиваться с частицами (обычно с яд- 
рами атомов) среды. Во всех исследованиях, явно или 
неявно, фигурирует следующее предположение: вероят- 
ность‘того, что частица, долетевшая до точки х, испытает 
столкновение в интервале (х, х{- Ах), равна 

хАх-Но(Ах). (5) 

Множитель пропорциональности » называется полным 
сечением или подробнее: полным макроскопическим 
эффективным сечением взаимодействия частицы со сре- 
дой. Зпачение » зависит как от состояния среды в точ- 
ке х, так и от типа и энергии частицы. 

Формулу (5) можно считать определением полного 
сечения *). Вполне аналогично определяются сечения 
различных Типов взаимодействия (различных реакций), 
которые могут произойти при столкновении частицы. 
Например, >», — сечение рассеяния, », — сечение деления 
и др. Такие сечения пногда называют парциальными 
сечениями. 

Low ! | — 

0 LC тг г 

Рис. 58. 

Рассмотрим теперь частицу, вылегевшую вдоль 
оси Ох из точки Х==0 (рис. 58). Обозначим через Е 
случайную длину свободного пробега этой частицы, 

  

*) Обычно рассматривают пучок, содержащий № одинаковых 
частиц, долетевших до точки х. Если в среднем в интервале (х, х-- 
--Ах) испытывают столкновение М№Ах частиц такого пучка, то 
$ (х) =М'/М.
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a uepe3 F(x) — функцию распределения &, так что Р (х) = 

=Р {< х}. 
Вероятность гого, что частица испытает первое столк- 

новение в интервале (х, х-- Ах), равна 

Е(х-+Ах) —Е(х) = [1-Е (х)] [$(х) Ах-о(Ах)]. 

(Здесь 1—Ё (х) — вероятность того, что частица долегит 
до точки х.) Разделив это соотношение на Ах и перейдя 
к пределу при Ах —>0, получим дифференциальное урав. 
нение 

dF |dx=[1—F(x)]3(x). 
Решение этого уравнения, удовлетворяющее начальному 
условию Ё (0) =0, легко записать: 

F (x) = | — exp | У ($) as} (6) 

Эо и есть искомая функция распределения Ё. 
x 

Интеграл / (х) = ТУ ($) 45 часто называют оптической 
0 

длиной интервала (0, х). Из условия нормировки 
Е (со) =1 следует необходимое требование /(о0) =. 

2.1.1. Ядро столкновений в одногрупповой теории переноса *). 
В этой теории скорость частиц предполагается постоянной по абсо- 
лютной величине (но не по направлению) и не меняется во время 
свободного пробега. Поэтому фазовое пространство (см $ 3 гл. 5) 
можно считать пятимерным Р= (г, ©), где г— координаты части- 
цы, а @ — единичный вектор направления скорости. 

По определению Ке+(Р’, Р)АР — это вероятность того, что пос- 
ле столкновения в точке Р’ фазового пространства частица испыта- 
ет следующее столкновение в элементе 4Р около точки Р. Вероят- 
пость того, что частица при столкновении в Р”’ рассеется, равна 
ZS (r)/E (1). 

Обозначим [==|r—r'|, w=(r—r’)/l, a B качестве координат 
точки г выберем сферические координаты с центром в 
г’ (рис. 59), так что 4г==Р 44 — элемент «физического» объе- 
ма. Для того чтобы рассеянная частица могла попасть в эле- 
мент 4’ около точки г, направление ее движения после рассеяния 
должно оказаться в конусе 4® около направления ®. Вероятность 
такого события выражается через индикатрису рассеянияр (г”, ©’; 9) 

и равна р.( Г, Q’; @)dw. Если это условие выполнено, и части- 

  

*) Одногрупповая (или односкоростная) теория часто использу- 
ется для расчета диффузии быстрых нейтронов, особенно в среде, 
состоящей из тяжелых атомов [25, 51].
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ца рассеялась по направлению @, TO вероятность столкновения в 
интервале (1, [--41), согласно (6), равна 

1 

2 (r) exp |- [5 (r’ + ws) а dl. 
0 

Наконец, направление скорости О (как независимая величина в 

  

Рис. 59. 

фазовом пространстве) обязана совпадать с & и вероятность этого 
равна 6(2—0)4@. Следовательно, 

i 

> (г) [54 

К. (Р”, Р)аР = И] p(r’, 2; в) 4®% (г) е 0 dl§ (Q — w) dQ. 

Brean clona dP=drdQ=d! dwdQ u coxpatus АР, получим фор- 
мулу 

I 
- | S(r’+-as) ds 

x (r’ 0 $ (7 } (r’, 2; 0) 5 (@— в) х (г)е . Кот’, Р) = р, = 
(7) 

  

2.2. Моделирование свободного пробега нейтрона. 
2.2.1. В однородной среде. Так как во время 

пробега энергия нейтрона не меняется, то полное сече- 
ние постоянно: У(Ё, х) =>(Е) ==>. Из уравнения (6) 
следует 

F (x) =1—e-**, 

и метод обратных функций позволяет записать явную 

формулу для расчета & 

§==— (1/2) In y. (8)
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Легко вычислить, что средняя длина свободного про- 
бега МЕ==1/». Если в качестве единицы длины выбрать 
1/3, To E==—In y средних длин свободного пробега. 

2.2.2. В кусочно однородной среде (метод 
обратных функций). Мы рассмотрим случай, ког- 
да интересующая нас область пространства С состоиг 
из конечного числа однородных областей. Именно такова 
геометрия большинства задач, встречающихся на прак- 
тике. В то же время очевидно, что всякую неоднородную 
среду можно ‚с любой точностью аппроксимировать 

такой кусочно однородной средой. 
Поверхности, являющиеся грани- 

цами областей, как правило, не 
сложнее, чем поверхности второго 
порядка: плоские, сферические, ци- 
линдрические, конические. Поэтому 
не представляет труда найти анали- 
тически пересечение любого луча с 

2 |3 любой из этих поверхностей. 
Рассмотрим простейший (по сво- 

ей логике) алгоритм для расчета 
свободного пробега в такой среде, 
разработанный автором в 1955 г. В 

_---- качестве иллюстрации выберем об- 
‚ №№ 4 ласть G, представляющую собой 

Puc. 60. трехслойный конечный цилиндр с 
«крышкой» в форме полусферы. 

Сечение С плоскостью у==0 изображено на рис. 60, где 
цифры означают номера различных областей. В этом 

примере шесть граничных поверхностей: 
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let+y=Ri; 4)2=0; 
2)2+y*= Rs, 5)2=H; 

3) 2+ y2=Ri, 6)x°+ 4? + (2-H) = Re 
Пусть нейтрон вылетает из точки Го по направлению 

единичного вектора w, Тогда уравнение ЁР(&) =1|— 4 за- 
пишется в виде 

Ё 

Г(Е) == | (+ 05) 4 = — 1. (9)
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Чтобы решить это уравнение, находим пересечение луча 
r==fo+@s CO BCEMH граничными поверхностями, и все 
положительные значения 5, соответствующие точкам 
пересечения, располагаем в порядке возрастания: 

0= 50, < 51, <5е,—<.. < $ (м). (10) 

Вычисляем длину отрезков луча = —5(1-1, Каж- 
дый из которых принадлежит одной области, и находим 
соответствующие этим областям значения У, которые 
обозначим через оу, #=1,2,..., т*). 

Обозначим через [, интегралы /,==/(5к). Они легко 
вычисляются по формуле 

h 
_ Г, = fei Hint i) 

t= 

Нетрудно доказать, что если /, < — п/а, то 

= $ + (l/e ust) (—In y—/,); (11) 

если же —ш \|>/»„ то &>%„, и нейтрон вылетает из 
области С. 

fl 
0 Я) 957 SK) 

Puce. 61 . 

  
  

  

<
 

В самом деле, легко видеть, что $„<<.5и+1 тогда 
и только тогда, когда < 1() <[,.1. Уравнение (9) 
  

*) Программа расчета должна содержать блок, позволяющий 
определить, какой области принадлежит любая заданная точка. Выб- 
рав середину отрезка (;), можно найти номер области, которой при- 

надлежит (у). , 

15 И. М. Соболь
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в этом случае можно переписать в виде (рис. 61) 

LAG as (Е—$ в) =— Шу, 

откуда сразу вытекает (11). 
На рис. 62 изображен пример такого луча с указанием всех 5(1). 

Легко заметить, однако, что пересечения $(2), 5(6) И 58) здесь «лиш- 

ние». Чтобы исключить «лишние» пересечения, можно, например, 
изменить определение граничных поверхностей, добавив к ним не- 
равенства (одно или несколько), выделяющие действительный уча- 
сток границы. В примере, изображенном на рис. 62, граничные по- 
верхности запишутся так: 

1) х2-- у? = А?, O<zcH; 4 2=0, P+ y< R?; 

2) х2 1 у? = К? OCz2cH; 5) 2=H, 2 +y°< R?; 

8) хе К, OSH; 6) P+ y+ (2—-AP=Rz 2>H. 

Определив точку пересечения луча г==Го-- 5$ с какой-нибудь из гра- 
ничных поверхностей и получив положительное значение $, следует 
подставить координаты точки пересечения в соответствующие этой 
поверхности неравенства. Если координаты точки пересечения хотя 
бы одному из этих неравенств не удовлетворяют, то данная точка 
пересечения исключается (рис. 63). 

Если количество граничных поверхностей в задаче велико, а 
фактические пробеги нейтронов малы, то такой алгоритм невыгоден; 

  
  

К 

  

  

                        
  

Рис. 62. Рис. 63. ; 

каждый раз пришлось бы вычислять очень много пересечений, хотя 
в действительности каждый нейтрон пересекает лишь одну-две по- 
верхности. Для построения более экономного алгоритма в [46] 
предлагается разбить граничные поверхности на элементарные гра- 
ничные поверхности, каждая из которых разделяет две области. 
В нашем примере (рис. 60) окажется 10 таких поверхностей (в скоб- 

t
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ках указаны индексы поверхности, т. е. номера областей, которые 
эта поверхность разделяет): 

Ib eP+y=R OS Zc, (1; 2); 

2) ху = №, O< 2H, (2; 3}; 

3) ху? = №  0<«ё<Н, (0; 3); 

4) 2=0, НРК, (0; 1); 

5) 2=0 RES xP y? AG, (0; 2); 
6) z=0, Юр №, (0; 3); 

7) 2=Н, x? +? < Ri, (1; 4); 
8)2=H, RCP +P KR, (2: 4); 

Эа=нН Юр < №, (3; 4); 

10) х? -- у? -|- (2— Н) = Юз, 2>Н, (0; 4). 
° Если, например, исходная точка Го принадлежит области 38, To 

надо найти пересечения луча г==/о- 05$ только с теми элементарны- 
ми граничными поверхностями, в индексах которых фигурирует 5. 
Если область 3 выпуклая, то такая точка пересечения будет един- 
ственной; в общем случае выбираем точку пересечения с наимень- 
шим $, превосходящим 50), которое и назовем $(1). Второй индекс 

пересекаемой поверхности показывает, в какую область переходит 
нейтрон. И т. д. 

В примере, изображенном на рис. 63, $(1) соответствует точке 
пересечения луча с поверхностью 2, а нейтрон переходит в область 
2. Затем находим пересечения луча со всеми элементарными поверх- 
ностями, в индексе которых имеется 2, и отбираем пересечение, ко- 
торому отвечает наименьшее $, превосходящее $1). Таким образом, 

получим значение 5 (2), соответствующее первому пересечению луча 

с поверхностью 1, и номер следующей области — J. 
Конечно, условия /, <—Шу—< 1 входящие в (11), следует 

проверять постепенно, по мере нахождения 

5» Ко’ ни» И} 562) оу Яо» [8+ 

2.2.3. В произвольной среде (метод посто- 

янного сечения). В последние годы широкое рас- 

пространение получил совсем другой метод моделирова- 

ния пробегов в сложной среде, предложенный, по-види- 

мому, Е. Р. Вудкоком. Кусочная однородность среды 

при этом не предполагается. 

Выберем произвольную постоянную &>—зир >, u 0603- 

начим Yepe3 Le PasHOCTb 2»=a—LS0. Условимся счи- 

15*
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тать, что при столкповенпи нейтрона с ядрами, кроме 
реакций, входящих в >, возможна еше одна — фиктив- 
ное столкновение, при котором ни энергия, ни направле- 
ние движения нейтрона не меняются. Сечение фиктивного 
столкновения будем считать равным Ух. Если (ср. при- 
мер гл. 2, п. 1.2.2) Х=У,-+-;,--У, то вероятности соот- 
ветствующих реакций в условной задаче равны %./%, 
У./, Ха, а вероятность фиктивного столкновения равна 
У‹/%&. Пробеги в этой задаче легко вычисляются по фор- 
муле (8) 

Е=— (а) ш1, (12), 
а тип столкновения разыгрывается с учетом всех четы- 
рех возможностей. Ниже доказано, что сумма таких 
пробегов до первого нефиктивного столкновения подчи- 
няется тому же закону распределения (6), что истинный 
случайный пробег. 

Теорема 1 ([112]). Рассмотрим нейтрон, вылетающий из 
точки х==0 по направлению оси Ох и подчиняющийся законам ис- 
4овной задачи Обозначим через Ё координату первого нефиктивно- 
го столкновения. Тогда функция распределения Ё выражается фор- 
мулой (6) 

Доказательство. Обозначим через у случайное количест- 
во фиктивных столкновений в интервале (0, &) и рассмотрим случай 
—# (1—0, 1, 2, ...). Выберем произвольные числа x1, хо, ... 

...›Я;1-1, Удовлетворяющие неравенствам ‘ 

О<ж<х,. < coe OX; O44. 

Вероятность ТОГО, ЧТО фиктивные столкновения окажутся в окрест- 

HOCTAX точек Хх, ..., ха первое нефиктивное столкновение — в 

окрестности точки %;4 1) равна (ср. (15) гл. 5) 

р (ха: еее *;41) dX, cee 4х; = 

== Г [ве ели dx 20 (*/) (x/)| x 
j=l 7 © 

—A(X., a, x; 
x ae (*i-41 9] ~ 20 a — 

=—ох. 
—е i+1 Ух (x1) ... Уф (x) [а — Ух (%:4-1) | Ч eee AX i410 

Проинтегрировав эту вероятность по всем возможным х,..., Xing
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таким, что ХХ; < х, получим вероятность 

х * itt x, 

0 0 0 

x OH "itl < 
=e [a — So (t41)] 441 | Со (9) 4... 

x, 
... | Diep (41) dh 

0 

Все внутренние интегралы легко вычисляются. Если ввести обозна-. 
x 

чение /ф ‘=! do (s)ds, To (заменив Xia, Ha у) можно будет 

записать результат в виде 

P{E<x,v=i} =[e~% [a — So (y)| Го dy. 
0 ls 

Отсюда следует, что 

> x —ay4/ iy) 
P{E<x}=NP(E<x, vai}=[e it | 

0 1—0 

я — Me (y)| dy= 

— x ox HX) | 
=1—е =1—expj—{ (5) 451, 

0 j 

что и требовалось доказать. 
Так как при увеличении @ количество фиктивных столкновений 

возрастает, то обычно стараются выбрать минимально возможное 
значение, т. е. а==зир ». Некоторые другие применения метода по- 
стоянного сечения указаны в работах [152, 169]. 

2.3. Моделировгние свободного пробега заряженной частицы. 
Рассмотрим пробег быстрой заряженной частицы в плазме, состав 
и температуры которой (как функции времени Ё и координаты г) 
заданы. Физические ограничения на плазму: а) не слишком боль- 
шое разрежение; 6) ларморовский радиус значительно болыне дли- 
ны свободного пробега, так что траекторию частицы можно считать 
прямолинейной: г==7о-- 05. 

В результате взаимодействия с электронами и ионами среды 
частица теряет свою энергию (тормозится). Этот процесс можно 
считать непрерывным, так что вдоль траектории 

dE|dt =—q(E, r, 1). 

Формулы для расчета д предполагаются заданными. 
Полное сечение » заряженной частицы зависит от ее энергии и 

положения, так что в конечном счете D=2(E, r, #). Скорость ча- 
стицы 9==05/4Ё связана с ее энергией соотношением Е== (1/2) Ми?, 
где М — масса частицы.
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Для того чтобы вычислить значения функции 

s(t) 

l(aj= [ У ds, 
0 

можно численно интегрировать систему обыкновенных дифферен- 
цпальных уравнений 

dl dE ds 

ak Gane a=? (19) 
с начальными условиями /(to)==0, E(to) =o, $()==0. Если при 
1 = |, значение /, = / (#,)<— Шу, а при Ё=,.:: значение /,„.; = 
== | (и) `> — Шу, то значения всех величин в момент столкнове- 

НИЯ — 1 = 14, Е = Ey и 5=& — можно проинтерполировать: 

2 (1—1), ВЕ = Ра (ЕЕ), 
Е = 5 | 2 (5441 — 54), где 2 = ( — Шт— 1, / (41 — 1»). 

Возможен также случай, когда при Ё? =, значение Г, все 

еще не превосходит — у, а частица вылетает из области @ или ее 
энергия оказывается ниже интересующего нас уровня ЕЁ, <E..., 

Тогда частица из дальнейшего рассмотрения исключается. При расчете 
некоторых задач оказалось удобным выбрать в качестве независимой 
переменной в (13) энергию Ё и численно интегрировать уравнения 

ao Ss 
Е а’ Е Та’ ЕТ 

при Ро >Е>Ещш с начальными условиями #(Ео) ==, s(Eo) =0, 

Для моделирования пробегов заряженных частиц также можно 
использовать метод постоянного сечения (п. 2.2.3), если только в 
интересующем нас диапазоне величин зир » =@а< со. Тогда можно 
длину свободного пробега разыгрывать по той же формуле (12); 
затем придется интегрировать два уравнения 

dE Ч dt 1 

4$ uv’ ds” vy 

от $=0 до $=Е (начальные значения ЕЁ (0) =Бо, #(0) =&) и, толь- 
ко вычислив Ез, 1 и У(Ек, rg, te), можно будет определить 
(разыграть), фиктивное ли это столкновение или нет. 

Замечание. Изложенный метод разработан в [81]. Иногда 
взаимодействие заряженной частицы с электронами и ионами среды 
целесообразно учитывать двояко: взаимодействия, приводящие к нс- 
большим изменениям энергии частицы, осредняются и включаются 
в непрерывное торможение 4, а сравнительно редкие столкновения, 
влекущие за собой значительное изменение энергии («катастрофичс- 
ские &толкповения»), включаются в Х и разыгрываются [39, 104].
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$ 3. Использование статистических весов 

В гл. 5 мы встречались с величинами , или И, кото- 
рые называли весами. Однако при решении многих физи- 
ческих задач веса можно вводить, руководствуясь чисто 
физическими соображениями, отправляясь при этом ог 
естественного процесса и не пользуясь макроскопиче- 
скими уравнениями (например, уравнением переноса). 
Нередко использование весов заметно повышает эффек- 
тивность расчета. 

Мы рассмотрим несколько способов введения весов 
на примере задачи о поглощении нейтронов (п. 1.1). 

3.1. Веса, заменяющие розыгрыш поглощения. Прел- 
положим, что из источника го в направлении ®Ф, вылетел 
не один нейтрон, а «пакет», состоящий из большого чис- 
ла о идентичных нейтронов. Разыграв длину пробе- 
га &, определим точку столкновения для всего пакс- 
та ги == Оо. В среднем при таком столкновении 
ГУ. (71) /. (г!) ]®о нейтронов поглощаются, а [%.(r1)/ 
[> (г!) |®о нейтронов рассеиваются. Поэтому, разыграв 
(в соответствии с индикатрисой рассеяния) новое на- 
правление движения пакета ©, будем считать, что 
в этом направлении движется пакет, состоящий из 

WW, = [1% ("1)/ > (r,) Wo 

пейтронов. 
Правила построепия траектории оказываются во 

многом такими же, как в п. 1.1: так же разыгрываются 
пробеги &, функции распределения которых в соответс1- 
вии с (6) равны 

x 

Fis) =1—ew|—F Be +99 ds}, (14) 
0 

так же разыгрываются направления OQ; Одпако при 
столкновении в точке г. =7.- 5) «судьба» нейтрона 
не разыгрывается: вместо этого предполагается, что 
[У (7:1) [Х (7:1) ] нейтронов из пакета поглотились, 

а в рассеянном пакете остаются лишь 

Witl = [>is (rit) (1 Wi (15) 

нейтронов. История пакета заканчивается тогда, когда
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он вылетает из области Со. Количество поглощенных за 
всю историю нейтронов равно 

\—1 

Па) = 2 [4 (ны) / D(ri+1)] ws (16) 

где VW—HOMep последней точки траектории внутри Go 
(другими словами, Гу. Со). 

Наконец, нетрудно заметить, что величины (15) и 
(16) пропорциональны &%5. Поэтому, несмотря на рас- 
суждения о «большом количестве» о, можем считать, 
что 

Wo== 1. (17) 

1 ъ 
Тогда величина 4’ — количество поглощений в расчете 
на один испущенный нейтрон — окажется оценкой иско- 

мой вероятности: Му“) = рд. (Формальное доказатель- 
ство имеется в $ 4). 

Для приближенного расчета р„ нужно реализовать 
достаточно большое число М траекторий указанного ви- 
да (с в.=1) и положить 

~1% (14) 
Pam N — 7 8» 

i
 

1 где (34|, значение 9%), полученое на траектории 
номер 5 

i 
Докажем теперь, что оценка чи» всегда пе хуже оцен- 

ки Ya. используемой при имитации поведепия нейтронов 
(п. 1.1): 

1 Dy!) <Dna. (18) 
Согласпо лемме п. 1.1. для этого достаточно доказать, 

1 
что O<y <1. 

Benen для краткости обозначение 

si = us ( ! г) [№ (6). (19) 

Из формул (15), (16) и “in вытекает, что при #1 

Ш = $152... 5 

4 У (20) 

NA = У $159... 5} (1 — Siti). 
=O
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Последнее выражение легко преобразовать к виду 

Па = 1 — 5150... 5%, (21) 

откуда сразу следует требуемое неравенство. 

3.1.1. В большинстве реальных задач дисперсия ра) заметно 

меньше, чем Од, однако общих оценок на этот счет мало. Об- 

ратимся к частному случаю — однородной области Со, когда 

У. ()/ У) = 520. 

Обозначим через р; вероятность того, что траектория пакета за- 

кончится в точке 7;,, с номером Г--1 или, другими словами, р; = 

=—=Р{у=й. Вычислять эти вероятности нам не потребуется Заме- 
тим только, что ро равно вероятности того, что нейтрон, испущен- 
ный источником, вылетит из области Со, не испытав ни одного 
столкновения. 

Теорема 2. Рассмотрим задачу о поглощении нейтронов в 
однородной области Со (п. 1.1). Если 

Ро < (1— РА), (22) 
то имеет место неравенство 

Dn} < sDny. (23) 

Доказательство. Из формулы (21) видно, что в однород- 

ной области случайная величина 1)’ может принимать только зна- 

чения | — $0 где 1—0, 1, 2,... Следовательно, ее распределение за- 
дается таблицей - 

0 1—5 j—s? eve }—sé eee 

Po Pi р. ... БР; eee 

Математическое ожидание этой величины равно 

Mn? =) (1s) o, = Ур: У р = Po У рб. 
t=1 i=] {=1 == 

Так как Mn) = р, то получаем выражение 

со 

РА=1— Ро — У р5.. (24) 
==] 

Дисперсию па) запишем в форме 

со со с - со 
i 

Dy’ = У (1-52)? р; — pi = a р; — 2 > р. > ps" — ра . 

t=] = i= i=
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Так как $ < $ при всех #21, то отсюда следует, что 
со со 

Dy < 1— рю —2 У, ps + s» ps’ — p's. 
i=1 i=1 

Входящую сюда сумму исключим с помощью формулы (24). Полу- 
чим неравенство 

Dn) <1—p?4—(2—s)(1—py) +(1—5) Po. 

Наконец, воспользуемся условием (22) теоремы, после чего послед- 
нее неравенство превратится в (23): 

2 < 1— 2% — (2—5) (1—4) + (1—9) (1— р) = (рА— РА). 

3.2. Веса, учитывающие вылет из области Со. Снова 
рассмотрим задачу о поглощении нейтронов из п. [.1. 
Пусть из точки “7; в направлении ©; вылетает пакет, 

состоящий из большого чис- 
ла и; идентичных нейтронов. 
‘Обозначим через [+ расстоя- 
ние от точки г; до границы 
области Со (по направлению 
полета, рис. 64). Обозиа- 
чим через ЁР;(х) функцию 

Рис. 64. распределения (14) длины 
свободного пробега Ё для: 

одного нейтрона из пакета. Вероятность того, что нейтрон 
этот вылетит из области С%, равна 

  

В среднем из области Со вылетят &:[1-—2,(1)] ней- 
тронов пакета, а &./,([) нейтронов испытают столкнове- 
ние внутри Со. Будем считать, что в следующую точку 
столкновения /:,: прилетит пакет, содержащий 

Vi,1= WF; ([:) (25) 

нейтронов. Тогда свободный пробег & для того пакета 
надо разыгрывать внутри Со. Это значит, что величи- 
на & подчиняется усеченному распределению (14) на 
интервале О<х< А (см. п. 5.2 гл. 2}. Функция распре- 
деления Е’ равна 

F (x) =F,(x)/Fi().
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Метод обратных функций позволяет записать уравнение 
для расчета &’ =”; в виде 

Е: (5) == (1—1) Е: (1) (26), 

или, по аналогии с (9), в виде 

5’ - 

1) = | (ri + Qs) ds =— n[y + Aye "J. 
0 

Определив точку столкновения пакета Fi41)==7;+Q&,, 
разыгрываем (обычным способом), рассеялся ли пакет 
или поглотился? Если он рассеялся, то количество ней- 
тронов в пакете после рассеяния равно 

Wig} == Vint. (27) 

Если`он поглотился, то количество поглощенных нейтро- 

HOB ny = U;41. OueBUAHO, HCTOPHA пакета не может закон- 
читься вылетом и продолжается до его поглощения в не- 
которой точке Гу+1. 

Если положить шо==1, то из (25) и (27) следует, что 

м: = Ро (1) Е! (1)...Ё (4-1), (28), 

а случайная величина 
(2) 

YA = @ум. (29) 

2 ъ 
В этом случае мя’ равно количеству поглощенных ней- 
тронов, приходящихся на один нейтрон источника, и 
служит оценкой для искомой вероятности рд. Формаль- 

ное доказательство равенства Му“’ = рд имеется в 6 4. 
Расчетная формула такого метода Монте-Карло: 

ра > (nD, 

гле (2), значение 74), полученное по траектории 
номер $. 

Из формул (28) и (29) видно, что А) Ти (по лем- 

ме п. 1.1) дисперсия 

Dy? < Dna 
(2) 

Таким образом, точность оценки Уд всегда не хуже, чем 
точность оценки пл, получаемой при имитации поведения
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° (2 
нейтронов. Правда, расчет величины %д’ может ока- 
заться более трудоемким, чем расчет Na, из-за необходи- 
мости вычислять [. 

3.3. Веса, заменяющие розыгрыш поглощения и учи- 
тывающие вылет из области Со. Следующий способ рас- 
чета р. объединяет особенности двух предыдущих мето- 
дов. Пусть из точки г; в направлении ©; вылетает пакет, 
состоящий из большого числа &; идеитичных нейтронов. 
Если (как в п. 3.2) w,[1—F,(/;)] пейтронов пакета выле- 
тают из области Сс, то в следующую точку стелкнове- 

ния г1==/:-Н8; ©, прилетит всего 9:.1==и.Ё:([) нейтро- 

нов (длина пробега Е; определяется из уравнения (26)). 
А теперь, как в п. 3.1, будем считать, что 

9:1 [a (ии) ГУ (+1) 

нейтронов при столкновении поглотились, а 

Wit1 = ОЕ! [>s (ri+3)/ ‚(ини 

нейтронов рассеялись и продолжают полет по направле- 
нию ©.;,.:. При таком способе расчета все траекторий 
оказываются бесконечными и не могут закончиться ни 
вылетом, ни поглощением. На практике расчет продол- 
жают до тех пор, пока вес пакста &, не станет пренебр=- 
жимо малым, например меньше некоторого заданного 
числа в. 

Если использовать обозначение (19), то, выбрав 
#0=1, получим, что 

Wi==F (lo) 81 F y(t) So... Fi-y (Ui-1) 8;, (30) 

а количество поглощенных за всю историю пакета ней- 
тронов равно 

ny => Viti (1 — Si+1). (31) 

3 
Формальное доказательство того, что Муа, =рлд, име- 

ется в $ 4. Формула для оценки ра, очевидно, запишется 
так: 

1х (3) 
А > we (16 Ye 

(3) 
где (14 ), — значение у&’на траектории номер $,
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Из формулы (31) видно, что 94’ —0. Чтобы доказать, 
(3) 

что д <1, представим эту величину в виде 

(3) _ 
ЖА = 

= Fy (Ly) — х Ро (№). „ВИ — Е1--1 (1+1) $1 oe Sits 
i==0 

(3 
тогда, очевидно, 74) < Р (1) <1 и по лемме п. 1.1 дис- 
nepcua Dy}? < Dra. 

Доказательство. Формулу (31) запишем в виде 

co со 

(3) — & - x1 
Я А = Ро. ..Р ли... -— > Ро. Е убл- + 5. 

i=0 i=0 

В первой сумме выделим первое слагаемое, а в остальных слагае- 
мых заменим индекс на I-+ 1: 

XN Ро. ..Р 51. ..5р == Fo+ Х yee -FSy.. 8) = 
=o =" 

со 

— Fot У Poee Pepys Sp aye 

1=0 

Подставив это выражение в предыдушее равенство, получим 

со 

i __ SOF 
) =Fot 3 Fo ee Fy S;- Si4] а о Fists Sip = 

= {== 

= Ро— У, Ро... Е; (1 — 1-1) 91. - Spat, 
t= f= 0 

что и требовалось доказать. 
3.3.1. На рис 65 приведены схемы расчета одного звена траек- 

тории во всех четырех методах оценки Р д. Номер (0) соответствует 
методу п. 1.1, номера (1), (2) и (3) — методам пп. 3.1, 3.2 и 33. 
Нетрудно заметить, что основное различие в количестве вычислений 
связано с тем, что в методах (0) и (1} нужно проверять условие 
«FE Gy, а в методах (2) и (3) приходится вычислять пиЁ, (1). 

Кроме того, в методах (0) и (2) на расчет одного звена 
траектории затрачиваются 4 случайных числа “у, а в методах (1) 1 
(3) — только 3. Остальные различия сводятся к нескольким элемен 
тарным арифметическим операциям. 

Некоторые пояснения к схемам на рис. 65. По условию задачи 
точка го задана; в методах (1), (2) и (3) заданы также в, =1, а в 
методах (1) и (3), кроме того, полагаем В, =0. Величина Й; — это 
суммарное количество поглощенных в точках Гея Г; нейтронов.



МОДЕЛИРОВАНИЕ ЕСТЕСТВЕННЫХ ПРОЦЕССОВ ГЛ. 6 238 
"69 

‘эиа 

 
 

         

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

  
 
 

  
  

  
  

  
  

 
 

 
 

 
 

 
 

  
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 

  
  

  
  

 
 

 
 
 
 

  
 
 

 
 

  
 
 
 
 

 
 
 
 

  
 
 

 
 

 
 

  
  

  
  

  
  

+ 
y= 

и
 

i
=
 

if) 
> | 

\2ndowvandu 
havoy 

nndowsandu 
hawgy\\ 

| 
e
y
 

yn 
Hy 

7 
way 

way) 
ja 

1
%
>
 

д | 

| 
h
a
 
y
y
 

| 
oat 

_ 
Imgouand 

hauo 
DHAGE 

02-1 
[ 

bro 
{+l 

_ 
Ру 

| 
| 

(
4
 

1 
=
"
 
|
 

=
 

Maney 
И 

ш
е
н
т
у
 

и
и
 

| 
aa 

oe 
| 
i
2
9
7
 

| 
[
2
0
9
7
7
 

_| 

" 
das 

7
 

u
M
 

>: 
ek 

soon 
aa: 

| 
~ 

(a) 
i) 

(0) 
ини 

—| 
 



§ 3) ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СТАТИСТИЧЕСКИХ ВЕСОВ 939 

Во всех методах О, выбирается случайно (формула (15) гл. 2); 
@; разыгрывается по плотности р. (7 ор; $2); величина $; = 

= №, (11)/>, (".). . 
В методах (0) и (1) пробег 5, определяется из уравнения 

Е; (8) =1, ari Eur 5 2). В методах (2) и (3) пробег &, опреде- 

ляется из уравнения Ё; (Е) = YF; (1.), а гар = и; Е; ([— рас- 

стояние от точки г; до границы Су по направлению Q;). 
Замечание. Из рис. 65 видно, что количество вычислений в 

методе (1) не больше, чем в методе (0). Поэтому из (18) вытекает, 
что для рассматриваемой задачи алгоритм, использующий оценку 

п), всегда более экономичен, чем алгоритм, основанный на имита* 

ции процесса, использующий оценку Пд. 

3.4. Различные статистические веса. Величины Ww, 
использованные в пи. 3.1, 3.2 и 3.3, называют весами 
(или статистическими весами). И вместо того чтобы го- 
ворить о пакете, содержащем и; нейтронов (число и» 
обычно дробное!), говорят о нейтроне с весом &.. При 
движении нейтрона по траектории вес его меняется. 

3.4.1. Расщепление траекторий. Использо- 
ванные выше рассуждения (с пакетом идентичных ней- 
тронов) показывают, что после очередного столкновения 
в точке г; вместо одного нейтрона с весом и; можно 
рассматривать 7 идентичных нейтронов, вес каждого 
из которых равен &;/т. Таким образом, траектория ней- 
трона после точки г; как бы расщепляется на т траекго- 
рий, каждая из которых дальше строится независимо. 

Этот прием используют для лучшего учета прохожде- 
ния нейтронов в некоторых «важных» областях. 

3.4.2. Случайный обрыв траекторий. Этот 
прием в каком-то смысле противоположен предыдуще- 
му: после очередного столкновения в точке г; для нейтро- 
на с весом м; можно разыграть дополнительную альтер- 
нативу: либо с вероятностью р вес нейтрона увеличиваег- 
ся и становится равным &./р, либо с вероятностью 1—р 
нейтрон «гибнет», и траектория заканчивается. Дейсг- 
вительно, в среднем при такой процедуре вес нейтрона 
остается прежним: 

(шз/р) -р-ЕО- (1—2) =... 
Случайный обрыв траекторий используют в тех слу- 

чаях, когда вес нейтрона становится весьма малым и 
продолжать рассчитывать его траекторию «невыгодно»:
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вклад от всех последующих столкновений сравнительно 
невелик, а вычислений много; и в то же время пренеб- 
речь таким весом нельзя. 

3.4.3. Систематическая выборка. Рассмотрим 
источник нейтронов с энергией Еу и равновероятными 
направлениями скоростей, распределенный в области @ь 
с плотностью р (г). Требуется промоделировать № нейтро- 
нов из этого источника. 

Вместо того чтобы независимо разыгрывать началь- 
ные положения всех этих нейтронов в соответствии 
с плотностью р(г), можно разбить Су на т непересека- 
ющихся областей 

Go== Gort Goe+ ...+Gom 

и выбрать в них по №, №, ..., №» начальных положе- 
ний (сумма N,--+...+N, не обязана равняться №). При 
этом нейтронам, у которых ЕС, придется приписать 
начальные веса 

Шов == (М/МЬ) | р (г) dr, (32) 

Con 

так, UTOOb! CYMMA HauaJIbHbIX BecoB Bcex N,+...+Nn 
нейтронов равнялась 

NyWoi+ aaer +N nWom==N. 

Заметим, что начальные направления для каждого 
из этих нейтронов можно выбирать независимо, а плот- 

ность распределения Го внутри С» равна р (г)/ |2 (2) dr. 

Cop 

3.5. Статистические веса и существенная выборка. 
Обоснование статистических весов в простейших задачах 
может быть получено при помощи метода существенной 
выборки (гл. 3, п. 3.2). В самом деле, пусть требуется 
вычислить математическое ожидание М](0), где случай- 
ная точка @==(Ё,,..., &) имеет плотность Po(Xj,.... 
..., Х,), Определенную во всем и-мерном пространств=. 
Можно ввести любую другую случайную точку Н= 
— (1, ... П») С ПЛОТНОСТЬЮ рн(х1, .... “„), ДОПустимой по 
отношению ‘к произведению [(х,..., х,) Ро (Хь..., Хи), И
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заменить расчет М/(@) расчетом МГ(Н)®(Н)], где 

®(Н) =ро(Н)[рн(Н), (33)] 
ибо 

M[F(H) w(H)]= | f (P) @ (P) pi: (P) dP = 
= | (Р) р. (Р)аР = МНО); 

здесь Р=(х, ..., Xn). Ec координаты т, ..., П» Моде- 
лируются последовательно, с использованием условных 
плотностей (п. 2.2 гл. 2), то из тождеств 

ро (x1, eeey Xn) — РЕ, (x1) Ps, (x, |“). . "ВЕ, (Хв | хи, ese »Xn—1) 

WH Pu (Xy, ~~ +5 Xn) = Pu, (%1) Pn, (Xa | Xa) 6 Pny Xn | X10) Xn—1) 
вытекает, что «вес» равен 

о(Н) Pe (Ma) Pe (elm) Ра, (| Пь > и) 
as (И) Po (1) Py, Cet tad °° Py Cn | Meese) Myr)” 

Вычислять вес можно рекуррентно, используя формулы 

Рё; ("Е |Мь-- 1) | 
= = Ш - ‚ 1—1; 

Py, Gl; | Па 1—1) 

W == Wn. 

Именно так вводились в гл. 5 величины И, которые там 
назывались весами. 

Обычно на практике считают, что введение весов при- 
водит к уменьшению дисперсии, если < 1. Эта рекомен- 
дация требует пояснения, так как во всем пространстве 
неравенство W<(l невозможно: оно равносильно не- 
равенству рРо< рн, которое противоречит требованию 
нормированности плотностей. В действительности жела- 
тельно, чтобы неравенство #<1 выполнялось в той ча- 
сти В тва которая вносит основной вклад в ин- 
тегралы МР (9) им [Р(Н)ч“?(Н)]; тогда 

MP2(Q) == | f2(P) py (P) dP = | Р (Р) ро (Р)аР, 

м[Р(Н) ®?(Н)1 = |  (Р) а? (Р) ри (Р)аР = 
= | Р(Р)и(Р) ро rae | P (P)w (P) pa (P)dP < 

<| PP) pe (P) dP, 
и, cnenoBateabuno, D[f(H)w(H)]<D/(Q). 
16 и. М. Соболь 
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Во многих практических задачах выполнение этого 
условия гарантируется тем, что {(Р) ==0 только в некото- 
рой части фазового пространства, и как раз в этой 
части ®(Р)<1. Например, в задаче п. 1.1 распределе- 
ние нейтронов, вылетевших из области Со, на величипу 
рд не влияет. Введя веса, учитывающие вылет из области 
(п. 3.2), мы исключаем моделирование нейтронов вне Со 
и получаем метод расчета, в котором всегда < 1. 

3.6. Метод подобных траекторий. Нередко приходиг- 
ся рассчитывать методами Монте-Карло серии геометрн- 
чески подобных задач. В такой ситуации можно ограни- 
читься моделированием случайных траекторий лишь для 
одной из этих задач, а траектории для всех других задач 
получать преобразованием подобия. Этот метод был 
предложен К. Мортоном [161], который, моделируя про- 
хождение нейтронов через однородную пластинку толщи- 
ны А=1|, вычислял вероятности прохождения р(Й) для 
целой серии однородных пластинок и даже оценил про- 
изводную @р/АЙ при В=0. Дальнейшее развитие мето- 
да имеется в [8, 95]. Обоснование его следует из 
$ 4 ra. 3. 

В качестве примера рассмотрим задачу о поглоще- 
нии нейтронов из п. 1.1. Предположим, что требуется вы- 
числить вероятности поглощения рд(^) для серии одно- 
родных областей Со(^) с центром подобия в источнике 
го (рис. 66), ^ — коэффициент подобия. Расчет траекто- 
рий Гв Со(1) будем осуществлять методом п. 1.1 или 
3.1., а траектории Т’в Со(/^) будем считать подобными Г. 

Нетрудно заметить, что направления звеньев траекто- 
pun Т’и судьбы нейтронов при столкновениях в точках 
этих траекторий окажутся разыгранными правильно, 
так как законы рассеяния и поглощения во всех точ- 
ках одинаковы *). Однако длины звеньев траекторий Г’ 
будут разыграны неверно. 

В самом деле, длина свободного пробега &’ для 
траектории Т’ должна выбираться в соответствии с 
плотностью 

ps (x) =Ze~*, 
  

*) Метод подобных траекторий применим Также в задачах, в 
которых учитываются потери энергии нейтронов при столкновениях: 
потери в точках траекторий Г’ будут такими же, как в соответству- 
ющих точках траекторий Т.



$ 3] ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СТАТИСТИЧЕСКИХ ВЕСОВ 243 

Se Вместо этого мы полагаем &’ papHbim ЛЕ, где пробег # 
для траектории Т имеет ту же плотность рё(х), так ч!о 
плотность АЕ равна 

Pas (x) == (11%. р (х/^.) == (B/A) eM, 
Согласно (33) этот произвол надо компенсировать вс- 
совым множителем 

Рз(^ 5) Груз (АЕ) == ею. 

Поэтому, если на траектории Т’ из точки г; по направ- 
лению $2, вылетел нейтрои с весом ш;, то надо считать, 

  

  

             
  

by(Aa) 

Puc 66. 

что в точку fFj41= 7; QUE; MpHAeTuT HeliTpoH c Becom 
é у 1— ’ . 

Vi-t — ше А) Хр. 

Если расчет ведется методом п. 3.1, то после учета по- 

глощения в точке 7;;, останется нейтрон с весом 
, , (1—2.) Е, 

Wty = W; (25/2) Ae Ee; (34) 

Для того чтобы выразить веса и; через веса и; в облз- 
сти @о(1), разделим (34) на (15): 

(1—^) 58; 
миша = (ши) №е .,
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Выбрав 5 = ==1, получим формулу 
Ш; = wie Ю.Н), 

(Легко доказать, что последняя формула справедлива 
также в случае метода п. 1.1.) 

Согласно (16) количество поглощенных на траекто- 
рии 7’ B Go(A) нейтронов равно 

  

У—1 
<) (Л) — > 2 w rie Ю.И), 

3.7. Векторные веса. При расчете многих задач нейтронной фи- 
зики (в частности, связанных с ядерными реакторами) вместо одно- 
группового приближения используют более точное многогрупповое 
приближение [25, 51, 53]: предполагается, что энергия каждого ней- 
трона может принимать конечное число значений Е, >Е›> ... >Ез. 

Таким образом, в каждый момент нейтроны оказываются распреде- 
ленными на т групп. При столкновении нейтрона с ядром атома 
среды возможно как «собственно» рассеяние, при котором нейтрон 
остается в той же группе, так и замедление, когда нейтрон из груп- 
пы / переходит в группу №, причем >>]. 

Рассмотрим задачу о поглощении нейтронов (п. 1.1) в много- 
групповом приближении. Пусть заданы числа р,— вероятности то- 

го, что нейтрон, испущенный источником, принадлежит группе но- 
мер /. Задана матрица сечений рассеяния 

о... 0 

$=| У % .. 0 
о, . 

yore. Ee 

и полные сечения для нейтронов всех групп 

West oh t... +504 a4, 

так что вероятность того, что нейтрон группы | при столкновении 
перейдет в группу №, равна Х{/У’, а вероятность того, что он по- 

глотится, равна > ПУ, . Для простоты будем считать, что на- 
правления рассеянных и замедленных нейтронов (так же, как и 
нейтронов источника) распределены равномерно по пространству. 
Требуется вычислить вероятность поглощения р д в области Су для 

одного нейтрона источника. 
Легко видеть, что метод п. 1.1 без труда переносится на такую 

задачу: сперва разыгрывается энергия испущенного нейтрона, а за- 
тем прослеживается его траектория (до поглощения или до вылета 
из области Со); конечно, при каждом столкновении нейтрон может
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перейти в другую энергетическую группу. Методы пп. 3.1—3.3 так- 
же применимы *). 

В работе [80] использованы статистические веса более слож- 
ного вида, и строится одна траектория для нейтронов всех груип. 
Предположим, что вдоль траектории движется «большой пакет», со- 
держащий нейтроны всех групп. Пусть вектор (1 ={и1(0, 
.... Ша (й} описывает состав пакета после столкновения в точке 

г), так что w ; (t) — количество нейтронов, принадлежащих группе ]. 

Воспользуемся весами, заменяющими розыгрыш поглощения и 
учитывающими вылет из области Су (п. 3.3). Фиксируем номер од- 
ной из групп |= и условимся свободный пробег & пакета разыг- 
рывать по закону (26) для этой группы, так что плотность &’ равна 

. — Shox / —УЛ. 

|: 
Ре, (х) = УЪе (i—e , O<x<l,, 

где [; — расстояние от точки г; до границы Со по направлению 

полета 8, **). Так как истинная длина свободного пробега для нейт- 
рона группы ] внутри Со имеет плотность 

—5 1х —/\ 

p(x) = Sve 1 — е ), О<х<{,, 

то, согласно (33), необходимо умножить количество таких нейтро- 
нов на весовой множитель 

, —shoz, 

i) У! ( =e ) ;/— 51) 
у ] 

ee si 8) 
Количество нейтронов группы |] в пакете после столкновения мы 
обозначили ШГ). Из них в области Со останутся лишь 

i 

e (35) 

w (i) (, —e и) нейтронов. С учетом (35) надо считать, что в точку 

и41=Г;- 5'@; прилетят всего 

0, (i+ 1) = 0, () YU 

нейтронов группы ], где множитель 

— Sol, = xf 20): 

1 (2) = (УГ) ( —в 
  

*) Можно также вычислить все вероятности поглощения — на- 

зовем их Р/. — при условии, что испущен нейтрон группы |, и за- 
1 т 

тем сосчитать величину рд = Рдб1 "++. - РаРт. 

**) Будем писать без индекса &, чтобы не загромождать из- 
ложение индексами.
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В результате столкновения в точке г; 4: Из этих ©, (ГЕ!) нейт- 

ронов часть, а именно vo, (i+ 1) (S2/>) нейтронов, поглотятся, 

au (it 1) (У [УЛ нейтронов перейдут в группу номер А. Из всего 

пакета в группу номер А попадут 

R 

o(i+1)= > (SEO) 7 G40 
j=! 

нейтронов, а количество поглощенных пейтронов равно 

Хх (УМУ) 9-1. 
j=) 

Нетрудно проверить, что если ввести т-мерные векторы 

P= {Pps oes Py}, v (i) = {oy (i) >I, coer Un (i) 0} 4 

a= [У .... Ув] и днагональную матрицу 

L! (i) 0 

L(i)= . ‚ 

0 L™ (i) 

то схему расчета весов можно записать в векторной форме: 

w(0)=p, oi + 1) =L{(i)w(i), 
w(i+1)=Sv(i+1) (36) 

при 1=0, 1, 2,... Количество поглощенных за всю историю пакета 
нейтронов выражается через скалярные произведения 

со 

И = У (а, (1+ 1). (37) 
t=0 

В [80] в качестве № выбирался номер самой быстрой груп- 
пы: /^=1. Вероятно, в некоторых случаях выгоднее в качестве fo 
выбирать номер самой важной (или самой многочисленной) 
группы. 

Формулы для расчета траектории пакета от количества групп 
т не зависят. При увеличении т меняется лишь размерность век- 
торов и матриц в формулах (36). 

Совсем другой метод введения векторных весов для решения 
интегральных уравнений предложен в [61].
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$ 4. Статистические веса и интегральные уравнения 

4.1. Вероятность р д— линейный функционал от плотности столк- 

новений. Предположим, что источник нейтронов, описанный в п. 11, 
излучает | нейтрон в единицу времени. Обозначим через 2=(Р) плот- 
ность столкновений за единицу времени в 5-мерном фазовом прост- 
ранстве (см. п. 2.1.1) и рассмотрим уравнение (49) гл. 5 

2(P)= J K,,(P’, P)z(P’) dP’ +f (P). (38) 

Область интегрирования 0 P’==(r’, 9”) в этом уравнении: по коор- 
динате г’— все пространство, а по ©9”— все направления. Ядро столк- 
новений выписано на стр. 223. Свободный член {(Р) — это плотность 
первых столкновений. Явное выражение для [(Р) приведено ниже 
В И. 4.2. 

Искомая вероятность поглощения 9, в области Со может быть 

записана в форме скалярного произведения рад ==(г, $), где 

ф(Р) = [Ха (УХ), (©), (39) 

a Xq, (г) — индикатор области Су (т. е. Хв,=1 при reGo, Xq==9 

npu rg@Go). B camom gene, 

J z(P) p(P) dP = 5 (Sa/d) dr § z(r, Q) dQ; ' 

внутренний интеграл представляет собой плотность полного коли- 
чества столкновений в точке г за единицу времени, или, что в на- 
шем случае одно и то же, в расчете на один нейтрон источника; ум- 
ножив это количество на (Ха/21) 4г, получим количество поглоще- 
ний в элементе 4г около точки г, а проинтегрировав по Су, получим 
количество поглощений в области Со— также в расчете на один 
нейтрон источника. 

4.2. Плотность первых столкновений. Обозначим 

O=(r—ro)/l, l=|r—rol. 

Вероятность того, что направлепие скорости нейтрона, испущенного 
источником, окажется в конусе 4® около направления ®, равна 
dw/(4). Далее, рассуждая в точности так же, как в п. 2.1.1, полу- 
чим, что вероятность первого столкновения в элементе @Р около 
точки Р равна 

1 

— (7.4 
dw 0 

f(P)dP= Zz Dire 416 (8 — в) 48, 

откуда следует формула 

Z 

HP) =z D1) exp |- J Lot os) | 69—69). (40)
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Важно подчеркнуть, что приведенный в п. 1.1 алгоритм расчета 
О, и первой точки столкновения г, представляет собой способ: мо- 
делирования случайной точки Фо== (/1, Qo) фазового пространства с 
плотностью (40). Плотность оказывается нормированной из-за того, 
что источник наш единичной мощности: 

dor — {3a 
| праР=Фащ | Mire 0 41$8(@ — в) 48 = 

0 
1 

со — J Ses d а =фаа J Soe? d= $5 =1. 
0 

Рассмотрим теперь случайные точки столкновения @,;== 

= (7:1. 2;) в фазовом пространстве и выясним, какие траекто- 

pun Qo> Qi Qo... COOTBETCTBYIOT рассмотренным выше алго- 
ритмам расчета рд. 

4.3. Имитация прохождения нейтронов как метод решения ин- 
тегрального уравнения. Из п. 4.2 следует, что при реализации алго- 
ритма п. 1.1 плотность начальной точки (р(Р) из гл. 5} равна {(Р). 
Плотность вероятностей перехода (р(Р, Р”) из гл. 5) при /; =(ь 

равна 

р (0,1, Р)=Рр, (г; 91; 6) 122,1 (08 (®— 5), 

The l= |r—rj, om (7 —-7;)/l. Ecau 7, @Go, TO можно считать, 
что траектория останавливается в точке @;_|, т. е. Р(О; 1, Р) = 
= 6(P—Q,_1) иО, = Q;_). Таким образом, 

P, P’)/s(P при rGéG p(P, P))= [Aer , ) ( ) р Е 03 

причем 5(Р) = У, (х)/У, (г). 
Очевидно, траектории @о-> @!-> ...-+ 0., при таком методе рас- 

(41) 

чета представляют собой траектории с поглощением типа Ту во 
всем пространстве. Поглощение (а(Р) из гл. 5) равно 

а(Р) = У. (г)|» (г). (42) 
При геСо можно считать, что У, = SM, так что а(Р) =1. 

Согласно гл. 6, п. 3.2 оценкой функционала (ф, =) служит ве- 

личина 6. [1] = [1 (о/р (6в)1 [$ (9.,)/а (©,)], которая в нашем случае, 

когда р(Р) =[(Р), аф(Р) определена формулой (39), равна 

= ff] l, если Tutt EG,, 

у 0, ecm Гы
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— х. 

Таким образом, случайная величина 9. из п. 1.1 равна 6, [7] 

И Мид = (ф, 2) = Pa. 

4.4. Веса, заменяющие розыгрыш поглощения, как метод реше- 
ния интегрального уравнения. Легко видеть, что алгоритму п. 31 
соответствуют траектории без поглощения (типа Г») во всем прост- 
ранстве, которые строятся по той же начальной плотности р(Р) = 
=|(Р) и плотности вероятностей перехода (41) Согласно п. 3.3 
(гл. 5), в качестве оценки (ф, =) можно выбрать величипу 5*[]], ко- 
торая в рассматриваемом случае запишется как 

со 

% <“ ry ® ‘ #т= Уи, (9), 
j=0 . 

* 

npiueu W, =S(Qo)s(Qi) ... $(Q)_1). Ecan r4;—neppaa  TouKa 
траектории, оказавшаяся вне Су, то $ (9; -==0 при всех |=, 

v+l, ... Поэтому сумму можно закончить членом с ]=уУ—1: 

v--1 

[ПД = У; [Ха (Н/У (1-)]. 
j=0 

Сопоставив формулы для У и [7] с формулами (20) и 

(16), нетрудно заметить, что в этом случае w,=W,, WW) = 

=e*{/], creqopatenbuo, My) = (p, 2) = pa. 
4.5. Веса, учитывающие вылет, как метод решения интегрально- 

го уравнения. Обозначим через С область фазового пространства. 
состоящую из таких точек Р= (г, 9), что гЕСо. Так как при Р’ЕС 
ядро столкновений K,,(P’, P)=0, to (mn. 3.5 1л. 5) уравнение (38) 
можно заменить уравнением 

2(Р) = } Кг (Р’, P)2(P’)4P’ + i (P). (43) 

Алгоритму п. 3.2 отвечает начальная плотность р(Р) точки Qo= 
== (ги, Фо) в С такая, что 

p(P) = (4nl?)~! [Fo (D)/Fo (dy) 6 (@ — ©), 
где [^— расстояние от источника fo AO границы области Со по на- 
правлению Qo, /==|r—ro|, w= (r—ro)/l. Сравнивая это выражение с 
(40), видим, что 

p(P) =f (P)/Fo(lo). (44) 

Нетрудно также записать плотность вероятностей персхода, со- 
ответствующую алгоритму п. 3.2: , 

, Fini) 6(2—e) 
р (©; 1 Р) = Pp; (rj 2 43 ©; Г; (11) [2 .   

Сравнивая эту формулу с (7), получим, что 

p(P, P’)=Kes(P, P’)/h(P, P’), (45) 
17 И, М. Соболь
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где, как нетрудно вычислить, 

У. (") ох, 
й (Р, Pr) = FO | 1 — ex |“ { (4 o's) ds , 

0 

[(г, 6’) — расстояние от точки г до траницы Со по направлению век- 
topa w= (r’—r)/|r’—r| 

В качестве поглощения в п. 3.2 выбирается истинпое поглоще- 

ние: а(Р) = Уа(г)/» (7). Таким образом, рассматриваемому алгорит- 

му соответствуют траектории с поглощением типа Т., внутри С. 

Согласно п. 3.5 гл. 5 в качестве оценки для (\1{, 2) можно выб- 
рать величину 

© И = (бур ФУР (Фуа (О > 

где (см. (16) гл. 5) 

~ 1 К... (9; > Q) и (9-1, ©) V7} = = | 
оны 8 (ИР (Ч), ° (“/—1) 
  

1 

а 5$(Р) =1—а(Р). Здесь у — номер точки ©, = (Г.,4.1* у). в которой 
траектория закончилась поглощением 

>. * 
С учетом выражения для #(Р, Р’) можем записать И, в виде 

Wy =F, (1)... F; (li). 

Приняв во внимание формулы (39) и (44), получим, что 

ES = Fo (lo) Fi (A) «+. Fy (dy): 

Наконец, сравнив формулы для у, и 5. [7] с формулами 

(28) и (29), увидим, что ы; = Ро (10) И | =, [1]. 
Следовательно, 

Mi) = (ф, г) = рд. 

4.6. Веса, заменяющие розыгрыш поглощения и учитывающие 
вылет, как метод решения интегрального уравнения. Снова рассмот- 
рим уравнение (43) внутри С. Алгоритму п. 3.3 отвечает та же на- 
чальная плотность (44) и та же плотность вероятностей перехода 
(45). Олнако соответствующие траектории в фазовом пространстве 
представляют собой траектории типа Г» без поглощения. Для оцен- 

ки скалярного произведения (ф, 2) используем оценку 5*[[] из гл. 5: 

6* (ПП =Аь (15) У W iv (2:) -\ Ро (1о) у; ‘ Visi) 
тай 

a 
г. 

=0 i=0 > (+1) 

oo
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Однако, в отличие от предыдущего пункта, здесь 

* Ker (Ч, 9; - ‚(7 

vi -П р (9—1, ay -П (Ч 9) = п, , “(is j=!) j=1 

  

Сравнивая последние две Формулы с (31) и (30), нетрудно за- 

метить, что V4. = WV; Fo(lo) и n@? ) — C*[f]. Следовательно, 

Ми =: (ф, 2) = рд. 

4.7. Веса п. 3.3 при решении уравнения Пайерлса. В п. 1.2 из- 
ложена схема расчета критичности по поколениям Однако можно 
рассчитывать критичность также по времени, сравнивая количества 
нейтронов в Су через заданные промежутки времени [118] или по 
пробегам, сравнивая количества нейтронов в Со после каждого про- 
бега всех нейтронов. 

Нетрудно показать, что численный метод решения уравнения 
Пайерлса, использоваиный в п. 4.4 гл 65, можно интерпретировать 
как расчет по пробегам с пспользованием весов п. 3.3. В самом де- 
ле, пусть на }-м шаге в С, оказалось № нейтронов, однн из кото- 
рых — нейтрон номер $ — расположен в точке г; и имеет вес 9; 

(индекс $ мы опускаем). Разыграем случайное направление скоро- 
сти этого нейтрона И; и найдем расстояние до границы шара по 

—al, . 
этому направлению Li. Тогда, согласно п. 3.3, Ve Г нейтронов 

вылетят из шара, и столкновение в точке г,.; испытают всего 
° —al, ‘ e 

9;Р; нейтронов, где Fi =1—e Г. Из них 0;Ё, (У. /У,) — нейтро- 

. e \) = нов испытают рассеяние, а OF; (УиУ) вызовут деления, в ре 

‚ 7 717. ИТ - зультате которых получится всего \0,Р, (УМУ, нейтронов. Все 

го в точке г;,; после столкновения окажется 

6-1 = 0,Е, (У У) -- 6; (УУМУ) = 6,Б, (Виа) 

нейтронов. Эта формула совпадает с соответствующей формулой 
п. 4.4.1 гл. 5. Легко также проверить, что отношение количеств нейт- 

N N - 
ронов в Се, равное У, 9, , У 9; 1,5 совпадает с А. 

$ =1 s=] 

Упражнения к главе 6 

1. Записать формулы для расчета методом п. 2.2.2 свободного 

пробега  нейтропа в Многослойном шаре rP<R*, B котором 

У=о, при № << К, № =0, Ю№<В, <... < А, 

2. Записать формулы для расчета К.%% одпородного шара г? << В? 
метолом п 12. Плотность нейтронов первого поколения считать 

17*
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пропорциональной 1-— (7/Ю)?; предполагать," что v=2,5, a Rogg бли- 

30K K 1 *). 
3. Записать формулу для pacyeta Ryogq однородного шара из 

упражнения 2 методом поколений с помощью весов п 3.3. 
4 Доказать, что плотности (44) и (45) нормированы. 
5 Из уравнения (43) вывести уравнение Пайерлса для плот- 

пости нейтронов п (7) в критической области Со 

, 1 _ 

п (г) = pe ехр ‹ — | У (r -+ ws) ds} n (r’) dr’, 

Gi 0 

rie f==|r’—r}. 
Указание. В критическом случае 7/(P) выражается через 

2(Р) при помощи интегрального преобразования с ядром 

lv (^^) У, (их, (r’)| К..(Р’, Р). Плотность п(г) также выражается 

через г(Р), так как » (г)п (г) = Dz(P) dQ. 

  

*) Если Rog сильно отличается от едипицы, то 2; либо быст- 

ро обращается в нуль, либо переполняет накопитель ЭВМ. Прихо- 
дится искусственно пополнять или разреживать некоторые поколе- 
ния, или использовать нормнровку числа нейтронов.



ГЛАВА 7 

НЕСЛУЧАИНЫЕ ТОЧКИ В АЛГОРИТМАХ 
МОНТЕ-КАРЛО 

В этой главе рассматриваются только такие методы 
Монте-Карло, в которых выборочные средпие использу- 
ются для оценки математических ожиданий. Сюда отно- 
сятся как методы вычисления интегралов, так и методы 
расчета величин, вырабатываемых в ходе моделирова- 
ния естественных процессов: например, формула (8) гл.5 

м 

($ КА у ХВ (1) 
sa 

или формула (1) гл. 6 
м 

1 
РА: № (1a)s- (2) 

s=1 

Для этих методов`можно указать бесконечные мно- 
жества заведомо не случайных чисел, которые гаранти- 
руют сходимость соответствующих алгоритмов Мопте- 
Карло не по вероятности, а в обычном смысле, — еслн 
пспользовать эти числа вместо случайных. Такие числа 
часто называют квазислучайными. Очевидно, достаточно 
большие группы квазислучайных чисел в каком-то смыс- 

ле удовлетворяют определению псевдослучайных чисел, 

приведениому на стр. 17. (Если проверять такие числа 

с помошью тестов $ 3 гл. |, то часто результаты оказы- 

ваются слишком хорошими, например Р>>0,9999). 

Использование таких чисел в расчетах имеет свои 

минусы и свои плюсы. С одной стороны, вероятная 

ошибка перестает быть характеристикой порядка ошио- 

KH, числа пригодпы лишь для определенных классов
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задач и должны использоваться в определениом 
порядке. 

С другой — гарантирована сходимость вычислений, 
не нужны статистические тесты и, самое главное,— во 
многих задачах удается добиться более быстрой сходи- 

мости: вместо 1/И Мпорядок ошибки оказывается равным 
1/№1-= (где =>0 как угодно мало). Препебрегаль таким 
выигрышем нельзя! 

Отношение специалистов к квазислучайным числам различное: 
одни считают, что только на таком пути можно строго обосновать 
методы Монте-Карло; другие считают, что такой подход упичтожа- 
ет методы Монте-Карло... ([70, 130, 183]). Однако все алгоритмы, 
изложенные в гл. 2—6 книги, сохраняют свою силу независимо от 
того, какие псевдослучайные числа предполагается использовать. 
Так что говорить о гибели методов Монте-Карло вряд ли стоит. 

Можно не сомневаться, что и для других методов Монте-Карло 
(например, связанных с расчетом средних по одной эргодичной тра- 
ектории) будут найдены достаточно удобные квазислучайные числа. 

$ 1. Конструктивная размерность 
алгоритмов Монте-Карло 

Так же как-в гл. 3, п. 2.4, условимся говорить, что 
задан метод Монте-Карло для расчета некоторой скаляп- 
ной величины а, если указана такая случайная величи- 
на \, что ее математическое ожидание равно а: 

Ми==а, (3) 

и оценкой для а служит среднее арифметическое 

1х . 
any — >) Nis (4) 

N iz=| 

здесь т1,..., Их — Независимые значения 4H. 
Однако формула (4) не определяет алгоритма расче- 

та, так как значения одной и той же случайной величи- 
ны \ можно вычислить различными способами (гл. 2). 
Так же как в п. 2.4 гл. 3, условимся говорить, что задан 
алгоритм Монте-Карло для расчета величины а, если, 
кроме формулы (4), задана формула 

|п=Ф (1, ....\”, ...), (5) 

выражающая нужную нам величину \ через независи- 
мые случайные числа.
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Таким образом, формулы (1) и (2) определяют 
лишь методы Монте-Карло для расчета величин (ф, Ку 
и ра. А соответствующие им алгоритмы будут заданы 
только тогда, когда будут записаны формулы для 
моделирования всех входящих в определение 04] и 
пд величин при помощи случайных чисел \. 

1.1. Алгоритмы с конечной конструктивной размер- 
ностью. 

Определение. Если функция Ф зависит от п 
аргументов 

O=O(y"), a yim) 

то мы скажем, что конструктивная размерность (к. р.) 
алгоритма (4)—(5) равна п. 

В эгом случае для реализации {-го «испытания» до- 
д ъ 1 

статочно выбрать и случайных чисел 18), -..› У" и вы- 
числить по ним случайное значеипе 

п; = Ф (%0,..., 7”). 
Конечно, может случиться, что при каких-то конкретных 
значениях аргументов функция Ф зависит не от всех 
vo .,, 7. Tak что конструктивная размерность п — 
это максимальное количество случайных чисел, которсе 
может понадобиться для реализации одного пспытапия. 

Так как каждая из независимых величин \(®,..., у) 
равномерпо распределена в ннтервале (0, 1),то функция 

Ф(и!,..., И»„) определена в единичном и-мерном кубе 

К” == 10<и < |, eee ys 0<у,< 1}, 

ни случайная точка Г==(\‘,..., |”) равномерно рас- 
пределена в К”: плотность ее рг(Уь..., И») ==1 при 
(и,..., И} ЕК”. Следовательно, искомая величина 1 
может быть записана в форме п-мерного интеграла 
по К": 

а= Ми==МФ (Г) = 
1 1 

Г... Г Фил, ... у) ам... Чу. (6) Jor 
и 

Мы приходим к следующей общей интерпретавии 
алгоритмов Монте-Карло: если конструктивная размер- 
ность алгоритма равна п (к. р.=1п), то этот алгоритм 
представляет собой приближенный метод вычисления
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п-мерного интеграла (6) по случайным точкам Г;= 
=(%),...,2), равномерно распределенным в К" - 

N 

| @(P)dP=— > Ф(Г). (7) 
К N i=] 

Здесь и ниже для краткости пспользуетея запись 

1 1 
[Ф(РуаР=|...| Ф(и,... дам... 4 
кп 0 0 

Формула (7) равносильна формулам (4) и (5). 

Пример. Вычисляется однократный интеграл 

b 

I = { f (x) p(z) dx, (8) 
a 

rye p(X) — плотность вероятностей некоторой случайной величины 
Е определениой в интервале а<х<6, с помощью простейшего ме- 
тода Монте-Карло 

1 N 
wee OWS l= | /(=,). 

{== | 

Если случайную величину & моделировать методом обратных функ- 
ций (п. 1.4 гл. 2), то &=0 (у). Функция С(у) это обратная функция 

x 

по отношению к И=Ё(х), где fF (x) = {2 ([) 41. Замена y==F(x) 
а 

преобразует интеграл (8) к виду 
1 

I =| f(G(y)) dy. 
0 

Очевидно, в этом случае Ф=}{(С(и)) ик р равна 1. 
Однако, вообще говоря, для моделирования & можно использо 

вать какую-нибудь формулу вида Ё=2(уг, ...,№,) ($ 4 пл. 2). 
Согласно (25) гл. 2 (ср. сноску на стр. 52) в этом случае 

1 1 

р (<) = | ... [6 (х— & (ил, veer Y,)) dy... dy, 
0 0 

Подставив это равенство в (8) и поменяв порядок интегрирова- 
ний — сперва по х, а потом по у;,..., И, — получим, что 

1 1 

t=] (.: [Л (@ (Иль +. 91) Чл... ул» 
0 

Таким образом, в этом случае D=f(g(y,..., Y,)) ик. р. рав- 
Ha n,
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1.2. Алгоритм с бесконечной конструктивной размер- 
ностью. Такие алгоритмы встречаются довольно часто 
при моделировапии физических задач. Например, в зада- 
че о поглощении нейтронов (гл. 6, п. 1.1) траектория 
нейтрона может (теоретически) состоять из сколь угод- 
но большого числа звеньев, так что нельзя указать зара- 
нее, сколько значений 1°?,..., |"”,... попадобится пам 
для реализации такой траектории. 

Алгоритмы с к. р., равной со, получаются также при 
моделировании случайных величии методами отбора 
(гл. 2, $ 5), когда количество значений \, используемых 
для реализации одного значения \, случайпо и (теорети- 
чески) может оказаться сколь угодно большим. 

Пример. Рассмотрим снова вычисление интеграла (8). Пред- 
положим, что р(х) < с и значения & вычисляются методом ]еймана 
(гл. 2, п. 53): 

6==а- (6—а)у, если су’ < р(а- (6—а)у); 

если последнее неравенство нс выполнено, то пара случайных чисел 
(у, у’) отбрасывается и выбирается новая пара. 

Нетрудно проверить, что в этом случае 

7”, ...), 
, > 4 

условиями: 

(1), (Ft) E=g (yp, YP, ap 

если CY, > P(B1), «++» CYp_y & P(Sp_4)s 

HO CY, <P(g,)s то &=д,, 

где (для краткости) мы обозначили 8» величину 

а-- (2—а) у»: 

2—1, 9... (Конечно, при желании можно ввести единую нумера- 
цию переменных). И в этом случае Ф={[( 5), так что к.р.== оо. 

Запишем (формально; строгое определение имеется в [82]) ин- 
теграл по бесконечномерному единичпому кубу, в котором все 

0< y,<l, O<y, <1. 
1 | 

%={... |... 1 (8) Яру, ... уу Чун --. 
9 9
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и докажем, что /»==/. Для этого представим /» в виде бесконечной 

суммы интегралов по областям, в которых = Gp’ 

  

  

  

p (81) p (82) 

1 с 1 ‚1 с , 

= [ео алаи + { Г чаи Г [Гео ба, +. 
оо 0 play) оо 

с 

1 1 

+f | ау, | [ Чу»... 
0 ple) Ол (&:)_ 

c с 

р (&,) 
1 1 т и 

ГОТ ма [ар +. 
0 p (f,, р 0 6 

с 

Здесь каждый из интегралов вида 

p(s.) 

] С 1 , ; ] 
| | (8) dp dy, = { j (a-- (b — a) y,) 7 P (a+ (b—4) yp) dy, 

0 0 0 

легко вычисляется с помощью замены X=a-+(b—a) у, и равен 

  

b 
1 . ‚ЕЕ 

—ы—=—ы—_- Xx y dx i= Г, 

где э — эффективность метода Пеймана А каждый из «наружных» 
интегралов равен 

1 1 1 

ГОГ д, = ИЕ 1 plas (b= 0) %) [49 1. 
0 p(8,) 0 С 

  

С 

Следовательно, 

[> = У( — 3) 11 = 1. 
ro 

Реализация алгоритмов Монте-Карло с к. р.=со на 
практике затруднений не вызывает, если предполагать, 
что в расчете используются «настоящие» случайные чис- 
ла |. Иногда каждое испытание доводят до конца, и ко- 
личество использованных случайных чисел оказывается 
конечным (хотя и случайным). Иногда расчет испытания 
прекращают после выполиения некоторого условия. На- 
пример, при решеипи интегрального уравнения можно
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ограпичиться конечиым (фиксированным) числом членов 
ряда Неймана, а при использовапии алгоритма п. 3.3 
гл. 6 учесть условие обрыва &,<е. В этой ситуации мы 
по существу аппроксимируем алгоритм с к. р.==со алго- 
ритмом с к. р.=По. Величина по зависит от ‚допустимой 
погрешности расчета и может зависеть от общего коли- 
чества испытаний М или даже от копкретных зпачений 
\, использованных во время расчета. Поэтому оценка Ио 
иногда весьма затруднительна. 

Значепие к. р. играет важную роль, когда мы в качс- 
стве случайных зпачений ^ хотим использовать исслучай- 
ные (детерминированпые) числа. В этом случае алгоритм 
с различными к. р. приходится рассматривать отдельно 

$2. п-мерные псевдослучайные точки 

Равномерно распределенные последовательности. 
Рассмотрим произвольный алгоритм Моите-Карло с 
к. р.=л и соответствующую ему фупкцию Ф(у, ..., И,). 
Как мы видели в п. 1.1, этот алгоритм сводит решаемую 
задачу к вычислению интеграла (7). 

Естественпо поставить вопрос: нельзя ли указать не- 
случайную последовательтость точек Ру,..., Рь... из А” 
такую, что 

1х 
{ @(P)dP = lin — MO (P) (9) 

n N->0O i=l K 

для всех функций Ф из достаточио широкого класса? 
Определение. Последовательность точек Ру, ... 

...,Рь... Называется равномерно распределенной в К”, 
если соотношение (9) справедливо для Любой функции 
Ф(и!,... ‚ и), иптегрируемой в К" по Риману *). 

Понятие это было введено в 1916 г. Г. Вейлем [182], 
который построил также примеры равномерно распредс- 
ленных последовательпостей. 
  

*) Напомпим, ч1о интеграл Римана определястся только для ог- 
раниченных функций. 

Однако автор книги недавио доказал, что если выбрать Р; = 9; 

(см. п. 2.4.2), то формула (9) справедлива также для фупкций Ф(Р) 

с любыми степеннымн особенностями вида и“... У) — 2", где 

В, <1,...,Ва<1Т (см. Докл. АП СССР 210, № 2, 1973 г., 278—281).
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Сопоставление формул (9) п (7) показывает, что для 
реализации алгоритмов Монте-Карло с к.р.=п можно 
попытаться вместо случайных точек Г; использовать точ- 
ки равномерно распределенной последовательности Р.. 
Для этого надо при реализации 1-го «испытания» вместо 
случайных чисел 1%,..., у") использовать декартовы 
координаты ИУ, ..., У: точки Р.. Соотношение (9) га- 
рантирует сходимость такого способа вычислепий для 
большинства встречающихся па практике алгоритмов. 

Легко заметить, что равенство (9) пе парушается, если 
изменить в последовательности Р\,..., Р,... Любое 
конечное число точек. Однако сходимость средних к пре- 
делу может при этом очень замедлиться. Поэтому далеко 
пе каждую равномерпо распределенпую последователь- 
пость разумно использовать на практике в качестве псев- 
дослучайных точек. Среди всех равпомерно распределен- 
пых последовательностей следует отобрать в пекотором 
смысле (см. ниже п. 2.2) «хорошие». Отыскание таких 
последовательностей обычно наталкивается на серьезные 
трудностн. 

Например, еще Г. Вейль доказал, что любые последовательно- 
сти точек < декартовыми координатами 

Р; = (Д (1), ....Д (0,)), #=1,2, ... 

    

                

где 0,,..., 9, — алгебраически независимые иррациональные чнс- 

ae | Zh Zh 

/ .- И 1; 

= : St - > 
Й / 410 / 20 Ia 

a) b) 8) ` 

Рис. 67. 

ла, равномерно распределены в К”. Но ни одного «хорошего» на- 

бора 0,..., 0, при п>2 до сих пор не известно. (На рис. 67, а 

изображены точки Р;,..., Рё в квадрате, полученные при 0, == 

} 2/2, 0.= 3/2.)
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2.2. Геометрическая характеристика равномерно рас- 
пределенных последовательностей. Обозначим через @ 
произвольную п-мерную область, принадлежащую, А”, 
а через У‹—ее объем (п-мерный). Обозначим через 
$х(() — количество точек с номерами 1< {М принад- 
лежащих (. 

Теорема (Г. Вейль). Для того чтобы последова- 
тельность точек Р\,...,Р,... была равномерно распре- 
деленной в К", необходимо и достаточно, чтобы для лю- 
бой области С 

lim [Sy (G)/N] = Vg. (10) 
№ > с 

Отсюда видно, что при больших М количество точек, 
принадлежащих С, среди точек Р\,..., Рх, приблизи- 
тельно пропорционально объему Ис. 

Рассмотрим случайную точку Г, равномерпо распреде- 
ленную в К”, и М ее независимых реализаций Г!,..., Гм. 
Так как вероятность Р{ГеС} = ь, то сходимость часто- 
ты попадания этих реализаций в С к вероятности попада- 
пия означает, что 

} р 

[Sy (G)/N] --Ve. 
Сравнение этой формулы с (10) снова показывает, что 
точки равпомерио распределенной последовательности 
являются аналогами независимых „ 
реализаций случайной точки Г. | 

Мы уже отмечали. что не все 
равномерио распределепиые после- P 
довательности одипаково хорошо 
распределены. Оценить «равномер- Пр 
пость» распределения можно при по- 
мощи величины, пазываемой откло- 
пением. Чтобы определить ее, выбе- _ 

рем в К” произвольную точку Р 7% 74, 
и обозначим через Пь параллелепи- Рис 68. 
пед с диагональю ОР и со сторо- 
пами, параллельными координатным осям (рис. 68). 

Отклонениел группы точек Ру, ... , Ри называется ве- 
личина 

  

    
  

Dy = Ир [Sy (Пр) — МУп „|. (11) 

РЕК”
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Следующая теорема легко вытекает из работ Г. Вейля: 

Теорема. Для того чтобы последовательность точек 
‚..., Рь, ..ь была равномерно распределенной в К“", 

необходимо и достаточно, чтобы 

lim (Dy/N) = 0. 
№-> со 

Очевидно, чем быстрее убывает отношение В»/М№, тем 
более равномерно распределена последовательность *}. 

Можно доказать, что 1/2<ОЭх,=< М, но неясно, каков 
наилучший порядок роста Dy при №М- <. В настоящее 

время известны лишь два класса последовательностей 
точек в К”, для которых при всех № 

Dy=O(In"N). (12) 

Это последовательности Холтона и ЛГ-последовательно- 
* * 

сти. Примеры таких последовательностей — Ри 9: — 
приведены ниже в п. 2.4. Существуют ли последователь- 
ности, для которых Эу==о(т”"М) при всех № неизвестно. 

* 

Однако для точек 0 ,...,@м при №М==2”" отклонение 
равно Dy=O(In""'N), 

В книге [82] изучается другая количественная характеристика 
расположения гругпы точек Р:,..., Ру, называемая неравномер- 

ностью Ф. = Фо (Рь...,Рм). Для нее справедлива теорема, ана- 

логичная предыдущей: для того чтобы последовательность точек 
Р,...,Рмбыла равномерно распределенной в К", необходимо и 

достаточно, чтобы Ит (фо! №)=0. 
№-> со 

Можно доказать, что |< Ф„=<М. Поэтому наиболее равномер- 

по распределенными следует считать такие последовательности, не- 
равномерности которых при всех М ограничены. Средн известных в 
пастоящее время последовательностей точек в К"лишь ЛПх-посл-- 
довательности обладают этим свойством: 

* * Peo (Qs +061 Qy) SO (1,1). (13) 
Для последовательностей Холтона получена только более слабая 
оценка: Ф» — О (ш7М,). 

  

*) В литературе часго отклонением называют отношение Ох /№, 

так как это есть верхпяя грань отклонений эмпирической функции 
распределения 5 (Пр)/М точек Р!,... Ру от теоретической функ- 

ции распределения случайной точки Г, которая в точке Р равна 
Упр. Ср. также упражнение 8 гл. 1.
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2.3. Ускорение сходимости. Формула (9) справедлива 
для всех нитегрируемых по Риману функций Ф (И1,..., И»). 
Если рассмотреть более узкие классы функций, то воз- 
можны оценки погрешности этой формулы. Например, 
неравенство 

Dy =", (14) 
N 

ГФ(РаР— у УФ(Р) < с @) 
кп (= 

где с(Ф) ни от М, ни от точек Р; пе зависит, справедливо 
для любых Р1,... , Ри для всех фупкций Ф(иь..., у,), 
которые пепрерывны и ограпичены в А„ вместе со своими 
частными производными, содержащими пе более одного 
дифференцироваиия по каждой перемеиной. (Все эти 
производные можио записать формулой O'O/dy;, ... OY;,, 

где 1<л<]р<... «р=< ии В может принимать значе- 
ния |, 2,..., mn. Старшая среди этих производных, 
д"Ф/ди ... ди,). 

В случае п=1 доказательство иеравенства (14) аналогично до- 
казалельству теоремы 5 гл 3. В самом деле, пусть с(Ф) == 

| 
=| |@’(x)|dx. Torna, tosiaran B (46) c1p. 128 f=, nonyyuM, 4To xa- 

0 
ковы бы ни были точки хь..., хл, Из интервала (0,1) 

Е» с (Ф) (D) Dy 
@ dx —_ У ф (x, ) <——- sup 5 (+) — А x| = 

| Ve N gexcl Pn N 

Однако алгоритмы Монте-Карло весьма часто приво- 
дят к разрывным фуикниям Ф. Поэтому важно отметить, 
что оценка (14) справедлива для гораздо более широких 
классов функций (Э. Хлавка [138], И. М. Соболь [82]). 
Например, если все разрывы функции Ф (и, ... , у») рас- 
положены на конечном числе гипериплоскостей вида 
/,=<0п3{ (т. е. параллельных коордипатным гиперпло- 
скостям), а в остальпых точках куба К” функция Ф и все 
вышеупомянутые производные непрерывны и ограничены, 
то перавенство (14) выполнепо. 

Мнтересно, что разрывы, возиикающие при моделиро- 
вании дискретных случайных величин и при использова- 
нии метода суперпозиции (гл. 2, и. 3.3) как раз такого 
типа. Напротив, при использовании метода Неймана
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(гл. 2, п. 5.3) возникают разрывы, которые пе обязаны 
располагаться в гиперплоскослях, параллельных коорди- 
натным. 

Пример Снова предположим, что вычисляется интеграл (8), 
а случайная величина & моделирустся методом суперпозиции: 

$ = G, (y)), если с. --... Е ск < у <а-... Cp 

(© ‚(у)—обратная функция по отношенио к Е} (х)). В этом случае 

Е—1 k 
1 _- к @ = /(G, (y2)) при У с чи< Ус, 

i=! j=l 

так что M(Y1, 2), всобще говоря, имеет разрывы при и=с:, у=а:- 
со, ... 

В этом же случае метод Неймана (см. пример п. 1.2) приводит 

к функции Ф=/( (у, И, ...)), которая разрывна при CY, = 

== )(a-+(b—a) y,), R=1,2,... 

Если в (14) подставить Р,=Р; или Р.=0О;,то в со- 
ответствии с (12) правая часть окажется порядка 
О (№ 1п"^№). Так как при всех достаточно больших М 
справедливо неравенство 1п”\М< № (при любых фикси- 
рованных П=|[ и #>>0), то можно сказать, что погреш- 
ность (14) убывает быстрее, чем М№И-® с любым в>0. 
Напомним, что порядок погрешности формулы (7) с «на- 
стоящими» случайными точками равен №-!/2, т. е. заметно 
хуже. 

Численный пример, сосчитанный с помощью точек Qi, 
имеется в гл. 5, п. 4.4.1. См, также [13а]. 

Заметим, что порядок сходимости формулы (9) не мо- 
жет быть о(№-!) даже на весьма узких классах функций 
(см. упражнение 5 на стр. 278). 

2.4. «Хорошие» псевдослучайные точки. 

24.1 Последовательность Холтона Р;. Для 
построения этой последовательности необходимо опреде- 
лить числовые последовательпости р, (1). Фиксируем на- 
туральное число г>2. 

Определение. Если в Г-ичной системе счисления 
1=0„@„-1... @2А, ТО снова в Г-ичной системе 

р, (1) =0, а1@2... Ят-1@м. 

Здесь все а, — целые г-ичпые цифры, т. е. равны одному из 

значений 0, 1, 2,...,Гг-— 1. В десятичной системе последние две
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формулы выглядят так: 
т т 

— ь1 5-—1 . ‚1 —5 
i= ask 9 р, (1) — У | ao? ° 

S= sz] 

Таблица 1 
  

i }afe]s]falsafe] 7 8 9 | 10 
  

i rponan. | | 2 {10} 44112] 20] 24 | 22 | 400 | 401 
0,4] 0,2}0,01]0, 41/0, 21}0,02] 0,42 | 0,22 | 0,001 | 0,103 

2 ИЗ 4/9] 4/91 7/9 29] 5/9 | 8/9 | 1/27 | 10/27 
P(t) троичн. 

p,(t) L/3               
[lycTb 7\,..., f,—MoMmapHO B3aHMHO простые числа. 

Последовательностьюо Холтона пазывается последова- 

тельность точек в К” с декартовыми коордипатами 

(pr,(i), ..., р, (0), =1,2, ... 

Эти последовательности были построены Дж. Холтопом 
[131], получившим для них оценку (12). Все такие после- 
довательности равномерно распределены в К". 

На практике обычно в качестве г:,..., Г, выбирают 
первые и простых чисел: г, ==2, г2=3, Г3=0, ...И ИСПОЛЬ- 
зуют й-мерные точки 

P; = (pz (i), ps (i), ..+5 Pr (i)), 1=1,2,... 
¥ 

2.4.2. Jll,-nocnehopatenbHocTb Q;. Свойства 
JI/],-locneqopaTejbHocTeH подробно изучаются в [82]. 
Здесь мы укажем лишь алгоритм для расчета точек 

(0: = (91, ..., Gi,n)> i=1,2,..., 

образующих //П+-последовательность. Программа расчс- 

та на ЭВМ БЭСМ-4 имеется в [86]. 
Определение. Если в двоичной системе счисления 

. 1—@„@-1... е2ет, (15) 

то для всех |/=1,2,...П 
(1) у) (11) 

Gi, / = eV; * во i %* о... * Cm V; e (16) 

Здесь €1,..., @m—ABOMUHbIe цифры, каждая из ко- 
торых равна 0 или 1. В десятичной системе 

[—2"1е„--2"-е,_|- ... а 

18 и. №. Соболь
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Числа УР) можно найти по табл. 6 (стр. 297), которая 

позволяет вычислить более 2. 106 точек О; в кубе К” раз- 
мерпости п=13. Звездочкой (*) обозначена операция 
поразрядного сложения по модулю два в двоичпой 
системе. 

Болсе подробно, чтобы вычислиль «сумму» а*+б, надо оба сла- 
Гаемых записать в двоичной системе 

а=0, аа .. ‘ал, р = 0, bib .. Oars 

тогда в двоичной системе 

а*ь == 0, с1с, ... Су, 

где с, = (а, г by) (mod 2) или, другимн словами, с, = 1, если 

ak #b, ис, =0, если а, =6,. 
В системе команд любой ЭВМ имеется специальная команда, 

осуществляющая операцию +. Обычио ее пазывают командой срав- 
нения. Она относится к числу логических команд и выполняется 
быстрее, чем арифметические команды. Вообще, для расчета по фор- 

к муле (16) нужны лишь логические команды (произведение eVi 

либо равно и), если еь = 1, либо равно нулю, если еь= 0). 
* 

Пример. Вычислить первые 10 точек @; в трехмерном кубе. 

По табл. 6 (стр. 297) находим нужные значения } С°. Онн панисаны 

в табл. 2. 
Вычисления по формуле (16) сведены в табл 3. 
Результаты в десятичной системе: 

О: = (1:2, 12,12), = (318,38, 518), 

Qy = (1/4, 3/4, 4), 9 =4(18, 718, 1/8), 

93 = (3/4, 1А, 3/4),  Qg = (1/16, 15/16, 11/16), 

0: = (118, 518, 7/8), — О = (9/16, 7/16, 3/16), 

Q: = (5/8, 1/8, 3/8), Qig = (5/16, 3/16, 15/16). 

® % 

На рис. 67, в изображены точки (|, ..., Об в квадрате, а на 

рис 67, б — 16 «настоящих» случайных точск. 

Замечание. Хотя табл. 6 на стр. 297 рассчитана 
на к. р. =13, ее можно иногда использовать при любых 
к.р., даже к.р.==со. В качестве значений педостающих 
координат псевдослучайных точек можно выбирать обыч- 
ные псевдослучайные числа \, так что, папример, 

. (14) (^) 
P; — (ель. оу 9:13, Ve gc eo by fi ‚...).
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Целесообразпо вычислять по д,,; наиболее существенные 

переменные в Ф( и, .. . ‚У... ), a по y!) —Bce осталь- 
пые. Если в действительности существенных координат 
пемного, то такой способ расчета может ускорить схоли- 
мость (по сравнению с расчетом по формуле (7)). (Дву- 
мерные точки, у которых одиа координата случаипая, 
а вторая детермипированная использовались в [18].) 

  

  

                        
  

  

Таблица 2 

В деся гичной системе В ДВОИЧНОЙ системе 

IN 1 2 3 1 N i 2 3 4 

1 1/2 1/4 1/8 1/16); 1 0,1 0,04 | 0,0013,0001 
2 1/2 3/4 5/8 15/16 2 0,1 0,11 | 0,1010, 1411 
3 1/2 1/4 | 7/8 11/16) 3 0,4 | 0,04 | 0,4141]0,1014 

Таблица 3 

i] ДВ 91,1 44,1 41,2 91,3 

1 4 yi) 0,1 0,1 0,4 

2| 10| у(2) 0,01 0,11 0,01 
J 

3 41 ps y (2) 0,1*0,Ol== 0,1:0,11= 0,1-0,01 om 

j =0,11 =0,01 ==0, [1 

4 | 100} 7(3) 0,001 0,101 0,411 
3 

0,1:0,001= 0,1+0,101= 0,1-0,411— 

5] 101 pe yO) O_o iot 0,001 (0,014 
6 | 1101 у(2)* у(3) 0,01 0,0791= | 0,41*-0,4101= 0,01-0,111- 

j j =, O14 — (0,011 =0,101 

7} 414) yp) #y(2)« 0,1-0,01* 0,1:0,41- 0,1:0,01- 
! .0, 001=0,414 | >0,101=0,114 | -0,114=0,001 

*V (3) 
J 

8 [1000] у) 0,004 0,1111 0,1011 
j 

9 11001 у)» у) | 0,4:0,6001= | 0,1 0,4111= | 0,1°0,1011= 
7 } —0, 1001 =(), 0114 —0,0014 

101010} (2x y(4) | 0,0!-0,0001— | 0,14 0,1144= | 0,01*0,1014= 
j } -- (}, 0101 —=0,0011 ==0,1144     

  

18* 
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2.4.3. Общие требования. Если подходить к вопросу бо- 
лее строго, то от хороших псевдослучайных точек естественно по- 

требовать, чтобы: 
1° аспмптотика Дл, или Фобыла наилучшей (или хотя бы близ- 

кой к наилучшей); 
2° константы в (12) или в (13) были наилучшими (или хотя бы 

достаточно малыми); 
3’ значения Бим ИЛИ P/N были небольшими уже при не- 

больших М; 
4° алгоритм расчета этих точек на ЭВМ был достаточно про- 

СТЫМ. 
К сожалению, проверить все эти требования в настоящее 

премя невозможно, так как наилучшие значения констант (13) 
неизвестны (а для Ву неизвестен даже наилучший порядок 

роста). 
Однако первому требованию в какой-то мере удовлетворяют 

точки P; и вполне — точки Qi. При небольших п второму и треть- 

е\ту требованию удовлетворяют точки Q; . Наконец, время расчета 
% 

точек @; того же порядка, что время расчета стандартных псев- 

дослучайных точек Г; (если только имеется готовая таблица УС). 
® 

Для расчета точек Р; 

нению со временем расчета Q; время расчета P; примерно в Л раз 

больше, 

2.5. Замечание о роли дисперсии. В расчетах, выпол- 

непных по точкам @, фактическая ошибка часто оказы- 
вается на порядок меньше вероятной. 

Пример. Рассмотрим значения (31, В) м при М=2", при- 

веденные в табл. | гл. 5 (стр. 192). Условимся считать последнее зна- 
чение, соответствующее М№М=2\, 
точным. Фактические ошибки в, = 

(КЗ1,В), — Кз1,В)з" | выписа- 
ны в табл. 4, Рядом приведены вс- 

нужны лишь Я простых чисел, но по срав- 

Таблица 4 
  

  

У (КИ, м by rn tao = 
роятные ошибки гу =0,675] 003/%, 

где дисперсия 09;=57,3. Очевил- 
28 8, 3510 0.079! 0,32| но, бу заметно меньше, чем Гл. 

=" | 8,3881 | 0.066; 0,22 Не следует думать, что 
210) 8,2746 | 0,002 0,16 - 
2и| 82840 |0'012| 0'11| @Сли дисперсия не определя 
212 8,2837 0.011 0,08} ¢T ошибку, то все присмы 

213| 8,2770 0,005! 0,06| гл. 3, 4, направлениые па 
2" | 8,2723 — | 0,04! уменьшение дисперсии, те- 

ряют смысл. Во-первых, ал- 
горитмам с меньшей диспер- 

спей отвечают функции Ф с меньшим изменением, кото- 
рые, вообще говоря, интегрируются лучше. 
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Простейший результат в этом направлении для случая п=1| 
можно получить с помощью формулы (48) гл. 3, стр. 129. В самом 
деле, для любой функции Ф(иу) класса у. (L), 

1 1 N ——- 

[O(y dy — MOY) < LY oN, (17) 
0 i= —

 

где можно считать, что 

1 

L? = | [@ (y)P? dy. 
0 

Как доказано в [78], еслиФ (у) Е\. (Г), то дисперсия случайной 

величины Ф(\у) удовлетворяет неравенству 

ОФ (у) <L?/x’. (18) 
Фиксируем числа 71, .... Py. Из (17) видно, что для тех функ- 

ций, для котсрых Г мепьше, погрешность интегрирования будет 
меньше. Но таким функциям, согласно (18), соответствуют также 
меньшие значения дисперсии. 

Во-вторых, алгоритмам с меньшей дисперсией часто от- 
вечают более гладкие функции Ф, удовлетворяющие 
оценке (14). Например, при расчете задачи о поглощении 
пейтронов методом п. 1.1 гл. 6, осредняемая функция мо- 
жет принимать лишь два значения: 0 и |. Нетрудно убе- 
диться в том, что ее разрывы не параллельны коордипат- 
пым гиперплоскостям *). А при расчете той же задачи 
методом п. 3.3 (гл. 6), осредняемая функция непрерывна 
п даже дифференцируема. 

Вообще говоря, можно ожидать большего ускорения 
сходимости за счет использования детерминированных 
псевдослучайных чисел тогда, когда используются более 
совершенные алгоритмы метода Монте-Карло. 
  

*) Если область @,— шар г? < А?, то из формулы г; 1 = 7; 8% 

следует условие вылета 

ПИ, 9, 
Поэтому одна из поверхностей разрыва осредняемой функции опре- 
деляется уравнением 

Е -Н2Е; (и, в) — А =0. 

В случае изотропного рассеяния (/;, £2) =r |(2y — 1), длина пробега 

Е; = — (1/2) пу’, гак чте уравнение это связывает усу’.
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$ 3. Поиски «универсальных» псевдослучайных чисел 

В предыдущем параграфе были указаны детермини- 
рованные точки, координаты которых можно использо- 
вать в качестве псевдослучайных чисел при реализации 
алгоритмов Монте-Карло с конечными к. р. Однако 
весьма часто встречаются также алгоритмы с к. р.== ©°. 
Рассмотрим некоторые попытки построить детерминиро- 
ванные псевдослучайные числа, пригодные для расчета 
задач с любыми к.р. Мы говорим о попытках, так как 
нельзя считать, что эти поиски уже закопчены: до сих 
пор нет последовательностей, удовлетворяющих требова- 
ниям практики (типа описапных в п. 2.4.3), да и сами эти 
требования не вполне четко сформулированы. 

3.1. Использование бесконечномерных точек. Такой 
подход к проблеме был предложен Н. Н. Ченцовым в 
1961 г. [97]. На этом пути удалось указать весьма широ- 
кие классы функций Ф(у, ..., Ц» ...), зависящих OT 
бесконечного числа переменных И1,..., И»... (0< „< 1) 
и такие классы последовательностей Ру,..., Рь...., 
состоящих из точек бесконечномерного единичного 
куба 

P= (Yi, oe y Yisny ...), 

что для каждой фупкции класса 
1 N 1 1 oo 

lim у УФ(Р)=|... |... Ф(уь.. у...) П ауь 
№ © i=l 0 0 k=l 

и порядок сходимости лучше, чем 1/N'-* ¢ любым =>>0. 
В частности, этим классам функций принадлежат любые 
достаточно гладкие функции Ф(/,..., И,), зависящие от 
любого конечного числа переменных п. Поэтому при реа- 
лизации всех упомянутых в $ | алгоритмов с к. р.= со 
можно пытаться вместо псевдослучайных чисел исполь’. 
зовать координаты точек Р;. 

Пока известны лишь две конкретные бескопечномер- 
ные последовательности с более или менее «хорошими» 
свойствами. Одпа из них — обобщенная ЛП--последова- 
тельность — вычисляется по формулам (15), (16), где 
1 ]< с. К сожалению, достаточио простых формул для 

расчета всех элементов У“ нет.
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Вторая последовательность, впервые рассмотренная 
B [77], пазывается обобщенной последовательностьо 

Холтона. Точки этой последовательпости Р;, #=1,9,..., 
имеют координаты 

P; = (Pr, (i), Pr, (i), +++ Pr, (i), + .), 

где г</<...<Г <... — последовательность всех 
простых чисел. 

Для расчета точек Р; на практике можно задать до- 
статочно большую таблицу простых чисел и (или) запро- 
граммировать какой-нибудь алгоритм их нахождения 
(например, метод решета). Первые две точки этой после- 
довательности: 

* 

Если мы хотим использовать точки Р:для расчета задачи 
о поглощении нейтронов (гл. 6, п. 1.1), то для построения 
первой траектории надо вместо случайных чисел исполь- 
зовать значения 1/2, 1/3, 1/5,..., для второй — 1/4, 2/3, 
2[5,..., и т. д. Пример такого расчета имеется в [80]. 

3.2. Вполне равномерно распределенные последова- 
тельности чисел. 

Определение. Последовательность чисел ху... 
...,Ль..., Припадлежащих иптервалу (0, 1), называет- 
ся вполне равномерно распределенной, если при каждом 
натуральном п последовательиость точек 

(X1, eee, Xn), (вт, cee Non), (Xonads ..., Хз"), ... (19) 

равпомерно распределена в К". Поиятие это было введе- 
но Н. М. Коробовым в 1949 г. [41]. 

Из п. 2.1 вытекает, что если функция O(y1, ..., Yn) 
нитегрируема по Риману в К”, то 

N-1 
lim DS D (xing tees Xintn) = {| O(P)AP, (20) 

Kn №-> со № 10 

н соотношение это справедливо для любого натуральнпо- 
го п или, другими словами, для фупкций Ф от любого ко-
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печпого числа аргументов. Следовательно, вполне равно- 
мерно распределенные последовательности чисел можно 
(в принципе) использовать для практической реализации 
алгоритмов Монте-Карло с любыми копечными к.р., а в 
пекоторых случаях и с к.р. == < [99]. К сожалению, до 
сих пор неизвестно ни одной вполие равномерно распре- 
делепной последовательности, которая в какой-то степени 
удовлетворяла бы требования\ п. 2.4.3 при различных п. 

Пример [126] Известио, что существуют бесконечно много та- 

ких чисел а>1, что последовагельность дробных долей x, = Д (a), 

[-=|, 2,..., вполне равномерно распределена *). Легко доказать, 
что такие а обязаны быть трансцендентными числами. Но до сих 
пор ни одного конкретного значения а не найдено. 

Можно доказать, что вышеприведенное определение 
вполне равномерно распределенных последовательностей 
эквивалентно следующему. 

Определение. Последовательпость чисел хь,... 
... Xi ..„ Припадлежащих интервалу (0, 1), называ- 
ется вполне равномерно распределенной, если при каж- 
дом натуральном п последовательпость точек 

(х1, oes Xn), (Xo, ... Xana); (Хз, ... ‚ Хи?) ... (21) 

равномерно распределепа в К^. 
Из этого определения и п. 2.1 следует, что если 

Ф(и,..., И„) интегрируема по Риману в К”, то, каково 
бы ни было натуральное п, 

№—1 

tim OS ® (tig, ee ey Xian) = (Г Ф(Р)аР. (22) 
i=0 №-> со м Kn 

Может показаться, что расчет по формуле (22) выгод- 
нее, чем расчет по формуле (20), так как при этом затра- 
чивается примерно в п раз меньше чисел х;. Несомненно 
однако, чтб вычислители, инстинктивно стремясь к «неза- 
висимости» псевдослучайных точек, отдадут предпочтение 
точкам (19) и формуле (20). Вполне вероятно, что они 
правы: может оказаться, что для точек (21) отклонение 
Ох (при любом п?) растет быстрее, чем для точек (19). 
Вопрос этот пе исследован. 
  

*) Таким свойс!вом обладают почти все @а>1,
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3.3. Асимптотически вполне равномерно распределен- 
ные последовательности чисел. Рассмотрим семейство 
последовательностей х!,..., х,... , зависящее от нату- 

ральпого параметра #(5=1, 2,...): 

X1(Z), X2(g), oe ey х:(5),... (23) 

Семейство (23) естественно назвать асимптотически 
вполне равномерно распределенным, если для любой 
функции Ф (И, ..., И), интегрируемой по Риману в К”, 
при любом натуральпом п справедливо равенство 

N~1 
lim lim — УФ = | Ф(РаР im lim —~ SD (xin 1 (Q)s «+ +s Xintn (g)) = | Ф(Р)аР, 
&#>> ^\- со i=0 

ka 

(24) 

  

или равенство 

№--1 

lim lim = У @ (x;44(g),---s Xen (g)) =] OCP) aP. (25) 
&> с М/-> со N 1=0 кп 

Термин этот введен И. Фрапклипом в 1963 г. [126]. 
Ему же принадлежит второе утверждение следующей 
теоремы, первое утверждение которой доказано в [83]. 

Теорема. Существует бесконечно много чисел а, 
0<а=<1, таких, что семейство последовательностРй 

х. (8) =Д(а5"), 1=1, 2,... ah 

асимитотически вполне равномер- у 
но распределено как в смысле 
(24), так и в смысле (25)*). 

Интересно отметить, что при 
каждом фиксированном & после- 
довательность х.=Д(а5') может 
быть равномерно распределенной | 
в К', но точки (Хэн-1, Хо) не мо- —— — 

  

      

гут быть равномерно распре- 7 74) 
деленными в К?. В самом деле, Рис 69 
точки (хи, №2), (хз, №4)... МОЖНО 
записать в виде (х, Д(5х!)), (%, Д(8хз)),... Отсюда 

видно, что все они расположены на линии y= (gx), 

которая состоит из & отрезков прямых у=Ях—® при 

  

* Таким свойством обладают почти все а из интервала (0, 1),
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в =0,..., @—1 (рис. 69). Тем более последовательность 
X; не может быть вполне равномерно распределенной. 

Сформулированная теорема в какой-то мере объясия- 
ет, почему метод сравнений (п. 2.2.2 гл. 1) позволяет 
строить «хорошие» псевдослучайные числа и почему при- 
ходится выбирать большие 5: из (7) гл. | вытекаст, что 
у:==Д (\ 5'). Однако никаких выводов о том, как вы- 
бирать «хорошие» g, M, mo отсюда сделать пельзя. 

Как доказал С. М. Ермаков [33], скорость сходимости 
в формуле (24) (но нев (25)!) связана с YDO@(T)/N. 

$ 4. Проверка псевдослучайных чисел 
с детерминистической точки зрения 

4.1. Интерпретация простейших критериев. В гл 1, & Змы рас- 
смотрели некоторые тесты, используемые для проверки псевдослу- 
чайных чисел, и отметили, что все такие тесты только необходимы, 
но не достаточны: они могут опровергнуть гипотезу о том, что 
}:, ...› 7 — Независимые значения случайной величины у, но пе 

могут доказать ее. Сузим теперь постановку вопроса: вместо «мож- 
но ли числа 1, ...,7м считать независимыми значениями \2» 

независимых значений \ в формуле 

1 1 
[ @ (x) dx =a 
0 1/

= 

Ф ($,) (25) 
1 =

 

при любых Ф(х) из достаточно широкого класса? 
При такой постановке вопроса рассмотренные в гл. | критерии 

оказываются и необходимыми и достаточными — каждый на своем 
классе функций Ф(х). Впервые такая интерпретация была изложе- 
на автором в 1968 г. 

4.1.1. Критерий 02. Из формулы (48) стр. 129 вытекает, 
что 

то) в. р, ||Ф(0)&#—— УФ =Г \/ ON, (27) 
DEW, (L) 10 i=l | N 

Следовательно, малость величины o?, нсобходима и достаточна лля 

того, чтобы ошибка приближения (26) была мала для всех функ- 

ций класса т. (L). 

4.1.2. Критерий 52. Разобьем интервал (0, 1) на г интерва- 
NOB Xi--.. НХ, — (0, 1), длины которых равны р,...,р, так, 

что р... р; =Г и все р, >0. Обозначим через у, количе-
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ство значений 1, при 1515 М, принадлежащих Xj. Критерий x? 
основан на асимптотическом распределении величины 

г N № 2 

которое не зависит от Х!,...,А., а только от числа степеней сво- r 
боды г— 1. 

Введем множество функций 4,(Ё), постоянных на каждом из 
Ар т. е. функций вида 

D(x) = =C, MpH XE Xs l<j<r, 

п таких, что 

г 

У p ie; < L?, (29) 
j=! 

Пегрудио вычислить, что если D(x) EA; (L), To 

] у <: ] х х у 
Фах— — У Ф($.) = Ур, См лем, = сы! = 

0 Ne se Ne INT OW 

Используя известное неравенство (Зи)? <! и Хот, получим оценку 

ode LS ом Ddx—— VS) D(y,) <{¥ pic 5) ale | < 
. | 5 

U № j=l |=, р № if 

v2. 
<L]/ =, 

N 

причем оценка эта гочная, так как при 

2) —1/2 
_ L 1 4 2 

a Ha № я) | р, й т 
J 

последнее неравенство обращается в равенство. Итак, 

и N 
sup Фо Г. Хор |- 1] &. (30) 

DEAL) | 9 N= N — 

Отсюда видно, что малость величины “i? необходима и достаточ- 

на для того, чтобы ошибка приближения (26) была мала для всех 
функций класса А1 (С). 

Мы. знаем, однако, что к формуле (26) сводятся лишь такие 
алгоритмы Монтс- -Карло, у которых к. р. —=1. Стало быть, рассмот- 
ренные критерии (как и критерий Колмогорова, см. упражнение 8
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гл Г и упражнение 6 гл 7) гарантируют применимость проверенных 
псевдослучайных чисел у, ...,”Ум только для расчетов по алго- 

ритмам с к. р. =1. 
4.2. Многомерные критерии. Если мы хотим использовать эти 

же числа для расчета по алгоритмам с к. р.==И, то необходимо про-. 
верить их с помощью какого-либо п-мерного теста. Например, ра- 

зобьем куб К” на г областей Х,+...- Х,=К", объемы которых 
равны р, ...Р„, так что р. +... Р, —| и все р, >0. Из чисел 

у»... „7 образуем №, ==Ц(М/п) точек с координатами 

(Vi: coos Y,)9 (Vp ees You)» eee, (миф eee, Ум), 

И пусть У,— количество таких точек, принадлежащих Х.. 

Тот же критерий 5? с (/—1)-й степенью свободы позволяет 
проверить распределение этих точек вК^ с помощью величины 

Г ‚ \83 

Хм, = = >} и [р ИИ x. ° 

= Py J Nn 

Обозначим через A (L) множество функций Ф (х1, eee, x) 

постоянных на каждом X pte. функций вида 

D (x1, 00, X,)= 2c, при (1, es x, EX, 1<]<»^, 

и таких, что выполнено условие (29). Повторяя вычисления п. 4.1.2, 
получим, что 

м. —1 
n 

Sup \ @M(P) dP — + pa D (ть + Ти.) = "| Wu, 
PEA, (L) Ky a 1=0 

an 
Таким образом, малость uN, действительно гарантирует примени- 

мость чисел у, ..., м для расчета по некоторым алгоритмам с 

к. р.=1. 
Конечно, класс алгоритмов, которым отвечают функции 

Ф (2х1, woes x.) ИЗ А, (L) весьма узок. Однако если г велико 11 

все А. малы, то многие функции допускают хорошее приближение 

кусочно постоянными функциями из А, ([). И тогда псевдослучай- 

пые числа, пригодные для интегрирования функций из А, (L) oxa- 

жутея пригодными для интсгрировання гораздо более разнообраз- 
ных функций. 

4.3. О системах тестов. С точки зрения изложенного в пи. 4.1 
и 4.2, система тестов, рекомендованная в гл. |, представляется ло- 
гичной, но Довольно слабой. В самом деле, она включает простей- 
шие проверки одномерного и двумерного распределения 7, и заод- 

по распределения некоторых попутпо вычисляемых второстепенных 
величин. Лишь проверка серий может рассматриваться как тест,
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рассчитанный на алгоритмы с к. р. =, правда, алгоритмы весьма 
специального вида 

Если бы речь шла только об использовании алгоритмов с лю- 
быми к. р.п, то можно было бы предложить очень хороший тест — 
расчет отклоненияр » или, другими словами, п-мерный критерий 

Колмогорова (см. упражнение 8 гл. | и упражнение 6 гл. 7). Прав- 
да, вычисление ДР, при больших М очень трудоемко. 

Обеспечить же эмпирической проверкой «универсальность» псев- 
дослучайных чисел, по-видимому, крайне трудно. Например, без 
теоретических результатов, подобных результатам $ 3, пришлось 
бы проверять п-мерное распределение не один раз, а п раз, так как 
из того, что точки (ть... 7)» Фила» +5 Yon)*** хорошо рас- 
пределены, не следуст, что точки (У), . ++, фу-и), (Финн o> Vian) 
при 1<]< ип также хороши. Это вплдно из следующего простого 
примера: в последовательности 1111000011110000 ... пары II, И, 
00, 00, 11, 11, 00, 00 распределены неравномерно (так как комбина- 
ций 01 и 10 совсем нет); отбросив первую единицу последователь- 
ности, получим пары 11, 10, 00, 01, 11, 10, 00, 01,..., где каждая 
из возможных комбинаций встречается одинаково часто. 

Результаты этого параграфа содержатся в статье [84]. 

Упражнения к главе 7 

1. Рассмотрим пример п 1.2, где значения & вычисляются ме- 
тодом Неймана. Ограничим число проб величиной [ и условимся по- 

# « 

лагать Ф=0, если су, 2р(8:), ..., cy)> p(Z,): Для такого 

алгоритма к. р. =2/1. 
Доказать, что для того, чтобы погрешность такого приближе- 

м ——— 

ния не превосходила вероятной ошибки метода ги=0,675 Df (§)/N 

должно выполняться неравенство 

1> In (ry/1) in (1 — 9). 

2. Выберем в кубе К” равпомерную кубическую сетку, состоя- 

щую из А’ == М" точек с координатами 

ал...) 
\ М ’ ’ M 

где fj,..., $= 1,2,..., М. Доказать, что отклонсние этой сет- 

кп равно Dy=0,5N!—! " (при п==1 величина [}, =0,5 минималь- 
па, но при больших п отношение Dy /N убывает крайне медленно) 

* * 

3. Вычислить точку @1з В 4-мерном кубе. Ответ: (3 = (1/6, 
13/16, 13/16, 15/16). 

4. Используя равенства yi) = 2~* при s=1, 2,..., MOKa3aTb, 

что первые координаты 9;1 точек Qi совпадают с числами р2(1).
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5. Какова бы ви была последовательность чисел хь..., Х, --. ИЗ 

интервала (0, 1), равенство 

1 ] м 1 

(1 (x) dx ——- > f (x,) = (+r) 
0 i=! 

man fe=x nu [== одновременно невозможно. (Н. Н Ченцов). 
6. Обозначим № (2) множество непрерывных функций f(x), 

определенных при 0<х<| и пуекчиих кусочно непрерывные про- 
изводные {(х) такие, что 

1 

ЦР (2) ЧА sz Ly 

0 

Доказать, что для любых чисел \},..., Py 

| 1d K 
sup [Ф (x) dx — —- У Ф ($) = L—, 

DEW | (L) 0 i=] | 

гле Ky=VND — величина, Фигурпрующая в критерии Колмогоро- 

ва (упражнение 8 гл 1) (И. М. Соболь [84]).



ГЛАВА 8 

НЕКОТОРЫЕ ДРУГИЕ ЗАДАЧИ 

$ 1. Интерполирование функций от большого числа 
переменных 

В кииге уже встречались задачи, в которых методы 
Монте-Карло оказываются эффективнее классических ме- 
тодов при большом числе пе- —„ | 
ременных (см. упражнепие 9 ey. 
гл. 3 и п. 5.6 гл. 5). Здесь п 
изложена одна задача такого 
типа, рассмотренная впервые 
Дж. Хэммерсли [134]. 

1.1. Постановка задачи. 
Рассмотрим функцию f (%, ... , (ть) 
wee, Xn), Значения которой ------------=- ° ------ 
известны лишь в вершинах 
единичного п-мерного куба 5 i; 
К”, Требуется проинтерполи- (4 И &, 
ровать значение этой функ- ` ри 70 ~ 
uu B TOUKe (Xx, ..., X,), pac- | 
положенпой внутри А” (рис. 70). Интерполяция линейная 
по каждому из переменных. 

В случае п=1 интерполяционная формула всем хоро- 
шо знакома: 

; 

  

—
 

>
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|
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w
w
w
 

w
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wo
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(ха) = (1—*1)7 (0) +27 (1). 
Нетрудно проверить, что при и==2 получается анало- 

гичная Формула: 

f (1, X2) = (L—x1) (1x2) F(0, 0) Ех, (1—х2) (1,0) + 

2 (1—1) «0, 1) ЕН, 1). (1)
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’Чтобы записать эту формулу в компактпой форме, 
введем индексы вершии А; и №2, каждый из которых мо- 
жет принимать два зпачення —0 и 1. Пусть 

| —х при К, =0, 
. (2) 

Гогда (1) можно переписать в виде 

1 
E(%1,%2) = SS c(h) c (Re) f (Ai, №). 

К, k,=0 

Точно так же выглядит интерполяционная формула в 
случае п переменных: 

1 

Рони) У с) не) ен). ©) 
№1, ..., №, ==0 

Расчет по формулам (2) и (3) в принципе весьма прост. 
Однако количество слагаемых в (3) быстро растет с рос- 
том п и уже при п=30 превышает 10°. 

Может показаться, что для больших п такая поста- 
новка задачи нереальна: невозможно хранить 230 зпаче- 
пий функции |. В действительности это и не нужно: до- 
статочно иметь алгоритм, позволяющий вычислить значе- 
ния [в вершинах К”. 

1.2. Метод Монте-Карло. Введем п независимых слу- 
чайных величин &%,..., &), каждая из которых мо- 
жет принимать два значепия —0 и |, и пусть 

Pie = 0} =1—x, P(EO = 1} =x, (4) 
Совокупность этих величин (&',..., Е") определяет 
случайную вершину куба К”. 

Теорема 1. 'Математическое ожидание [(&%,... 
.... 8") равно 

Mf(e?,..., 6°) =f (41,..., Xn). (5) 

Доказательство. Из (2) и (4) нетрудно заметить, 
что и при А,==0, и при Ё,=1| справедливо равенство 
РЕ =: =с(^:). Поэтому правая часть обычной
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формулы для математического ожидания 

Mi (Ee, .. ., Е”) = 

i 

= DF has corny) PLB = teeny BO he} 
fy sees KY 

превращается в правую часть формулы (3), откуда сразу 
вытекает (5). 

Соответствующий формуле (5) метод Монте-Карло: 
при больших № 

N 

f(x, ... У м мо # ( п, ..., и), 
=] “A 

где (éf?, .., I), ee wey (EW, oes, £4) =— независимые реа- 
лизации случайной величины (0), ..., Е) (или, дру- 
гими словами, набор случайных вершип куба). 

В последней формуле легко выразить все &) через 
случайпые числа \, так как &) =е (х, — 7). Получим фор- 
мулу 

м 1 - 

i (x4, ooo, хи) = | (с (x, — V1, s)s eee, е (х, — Vu, $), (6) 

где все 1; ‚ — независимые случайные числа. Формула (6). 
позволяет интерполировать значения f[ (xX, ..., Xn) B He- 
скольких точках, используя одни и те же случайные чис- 
Aa Yi, (cp. ra. 3, § 4). 

В статьях [179] и [177] построены методы таро для 
экстраполпрования И нелинейной интерполяции функции [(хь... 
ео x, ) 

$ 2. Простейший случайный поиск 

2.1. Случайный поиск. Рассмотрим ограниченную 
кусочно непрерывную функцию Ф(Р), определепную в 

замкнутом единичном п-мерном кубе К", так что CS 
это куб К” вместе с его границей. Обозначим через Р 

точку абсолютного максимума Ф(Р) в К”, т. е. такую 
точку, что Ф(Р) =Ф(Р) для всех РЕК". 

Простейший поиск точки Р состоит в том, что в кубе 
задается произвольная последовательность точек Ру, ... 
19 И. М. Соболь
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..., Рм,...»› Называемых пробными точками; в каждой 
из этих точек вычисляется значение Ф(Р;); и паходится 
точка Рь, в которой 

Ф(Р:) = тах Ф(Р). 
l<i<N 

Точка Р‚ служит приближением к точке Р. 
Рассмотрим произвольную область В=К" с положи- 

тельным п-мерным объемом У, >>0, содержащую точку Р. 
Если при № - со хотя бы одча пробная точка попадает 
в В, то говорят, что процесс поиска сходится. 

Докажем, что если в качестве пробных точек выби- 
рать пезависимые случайные точки с плотностью р(Р)>0 
внутри К*, то процесс поиска сходится. Для доказатель- 

ства фиксируем произвольную область В с У» >>0, содер- 
жащую точку Р и обозначим через рь вероятность того, 
что одна пробная точка попадет в В. 

Очевидно, 

рв = { р(Р)аР>0. 
В 

Вероятность того, что хотя бы одна из N пробных точек 
окажется в В, равна 1—(1—рь)“ и стремится к 1, когда 
№— со. 

Следовательно, какой бы коэффициент доверия В 
мы ни выбрали, при достаточно большом М с вероят- 
ностью, большей чем В, хотя бы одна пробная точка 
попадет в В. 

Если никакой предварительной информации о распо- 

ложении Р нет, то естественно выбрать р(Р)==1, т. е. 
использовать пробные точки Г, равномерно распределен- 
ные в К”. Такой поиск называют простейшим случайным 
поиском (или слепым поиском). 

Ясно, что процесс поиска можпо улучшить, если в хо- 
де поиска менять плотность р(Р) с учетом уже получен- 
ных значений. Например, точку Р; выбирать по плотности 
р:(Р), которая строится с учетом значений Ф(Р!\),... 
... › Ф(Р:-1). На таких более совершенных (но и более 
сложных) алгоритмах поиска мы здесь останавливаться 
не будем [22, 66, 72, 184]. Отметим только некоторые 
ситуации, в которых простейший случайный поиск весьма 
полезен.
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а) Функция Ф(Р) достаточно гладкая, но 
многоэкстремальная. Простейший случайный 
поиск целесообразно использовать для отбора пачальных 
точек, из которых можно локальпыми методами (метод 
градиентов, наискорейший спуск и др.) попасть в бли- 
жайший максимум. Чем тщательнее выбор начальных то- 
чек, тем меньше шансов пропустить абсолютный 
максимум. 

6) Требуется найти максимумы несколь- 
ких функций Ф,(Р),..., Ф„(Р). При простейшем 
случайном поиске можно одновременно (по одним и тем 
же пробным точкам Г;) искать максимумы (и мипимумы) 
всех этих функций. 

Такая ситуация довольно типична для задач опти- 
мального конструирования: обычно качество конструк- 
ции можно оценивать по ряду весьма различпых крите- 
риев, и выбор решающего (или компромиссного) крите- 
рия удается сделать лишь тогда, корда иззестно, чего 
можно добиться, оптимизируя тот или иной критерий 
в отдельности. 

2.2. ЛП-поиск. В полном согласии ® идеями гл. 7, 
можно попытаться использовать в качестве пробных то- 
чек для простейшего поиска любые точки, образующие 

равномерно распределениую последовательпость в К" 
(гл. 7, п. 2.1): чем более равномерно распределены точки, 
тем лучших результатов можно ожидать от поиска. 

Сходимость такого поиска легко доказать: так как 
для любой области В при М№М- со отношение $к(В)/М№- 
— И» (см. (10) гл. 7), то $„(В) — МУв; следовательно, 
количество пробных точек, попавших в В, пеограниченно 
возрастает с ростом N (если только Ив>>0). 

ЛИ-поиском называется простейщий поиск, в котором 
* 

пробными точками служат точки @,..., Ом... обра- 
зующие ЛП„-повледовательноеть (п. 2.4. гл. 7). 

Сравнение ЛГ№поиска с простейшим случайным поис- 
ком проводилось иа многих задачах. И неизменио ЛП-по- 
иск оказывался более эффективным. 

Пример В табл | приведены результаты поиска максимума 
некоторой (достаточно сложной) функции Ф{Р) от 9 переменных 
[86]. Обозначения:Г(1), Г(2), Гиз) три наилучшие точки, получен- 

ные при случайном поиске, а Qi): (2) Q(3)— TPH наилучшие точки 

полученные при ЛП-поиске е тем же количеством № пробных точек
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2.3. Поиск в произвольной конечной области. Если 
фупкция Ф(Р) определена в конечной замкнутой области 
С, то для реализации простейшего случайного поиска на- 
до выбирать случайные точки (Ё1, ... › п), равномерпо 

  

  

                

Таблица } 

| N * * * Ф (Ги Ф(Г,? Ф(Т(з)) PQ I] PQ ad | ФФ» (Pay) (hey) (1(з) 

512 48,12 47,00 37,84 42,29 39,52 38,51 
1024 48,61 48,12 41,83 42,29 40,24 39,52 

| 2048 48,61 48,12 47,83 43,52 42,29 40,22 
  

распределенные в С. Делается это с помощью преобра- 
зований гл. 2, которые можно записать в форме §&,= 
— 6, (“1,..., п), 13А= И, где, вообще говоря, ти. 

Обозпачим через Г== (4, ..., =) случайную точку, 
равномерно распределенную в К”. Пусть Гл, ..., Гы...— 
пезависимые значения Г. Тогда {-я пробная точка в G 
имеет координаты 

(21(Г:),..., &. (Г), i=l, 2,...,N,... 

Эти же преобразования позволяют осуществить в об- 
ласти @ и ЛП-поиск. При ЛП-поиске координаты 1-й 
пробной точки равны 

(21 (0: ), ее On (0:)), 

* 

где функции 2, — те же, а ( ‚.. 
ной /Ш-последовательности. 

i=1,2,...,N,...,; 

a 

.,Qnv,.. ‚— точки т-мер- 

$ 3. Решение уравнения Лапласа 

3.1. Построение случайных траекторий. Пусть задана 
ограниченная связная область С и точка РоеЕС. Опреде- 
лим случайную траекторию @-—0,-—...—0,—... 
следующим образом: положим Qo=Po; далее, если точ- 
ка (@, известна, то построим окружность произвольного 
радиуса [,„, расположепную внутри С, и на этой окруж- 
ности выберем случайную точку @„+: (рис. 71). Таким 
образом, 

О =, Wn» n=O, |, 2, eee yg
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где W,== {COS Qn, Зш ф„}, и угол ф, равномерно распреде: 

лен в интервале (0, 2л). 
Теорема 2. Если функция и(Р) ==и(х, у) удовлетво- 

ряет в области G уравнению Лапласа 

д?и/дх?-+- д?и/ду?=0, (7) 

то при каждом п и при любых 1, ..., & математическое 

ожидание Ми(О,„.!) равно значению и(Ро) в начале 

траектории. 
Доказательство. При- 

дадим более точный смысл 
утверкдению о произвольно- 
сти радиуса [,. Будем считать, 
что задана некоторая плот- 
ность 9„(Г), которая тождест- 
венно равна нулю при всех [, 
превосходящих минимальное 
расстояние от @, до границы 
(0, а также при [<0; случай 
4, (Г) =6(1-—[,) также допуска- 
ется; и выбор [, осуществляет- 
ся в соответствии с плотностью Рис. 71. 

9» (0). 
Пусть р, (Р) — плотность распределения точки ©, в С. 

Тогда математическое ожидание величины и(@,-.1)= 
=U(Q,+l,0n) paBHO 

  

270 

Ми (Чл) =) pr (P) dP Ja (1) at | u(P + lo) 52 

По известной теореме о среднем значении гармонической 
функции [88] 

2п 

Г Ги(Р + lo) dp = u(P). 
2m 6 

Поэтому 

Mu (Qu41) = | 4 (P) pa (P)dP = Mu (Qn). 

Mpu n=0 touka Qo==Po, u(Qo)=4(Po) и Ми(о) = 
—и (Ро). Применяя индукцию, получим утверждение тео- 

ремы.
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Построение 1раекторий рассмотренного типа в трех- 
мерном случае иногда называют блужданиями по 
сферам. 

3.2. Решение задачи Дирихле для уравнения Лапла- 
са. Траекторию предыдущего пупкта можно использо- 

вать для приближенного решения 
задачи Дирихле (гл.5, п.5.5). Пусть 
па границе С° области С задана ог- 
раниченная функция &(Р). Обозна- 
чим через и(Р) искомое решение, 
удовлетворяющее внутри С уравне- 
нию (7) и обращающеесся в &(Р) 
при РеЕС. 

Фиксируем достаточно малую 

окрестность @ё границы (С° (рис. 
72). Чтобы вычислить и(Ро), будем 
строить траектории вида Ри — @,— 
—>...>Q, до тех пор, пока слу- 

чайная точка Оу не попадает в Go. 
Рис. 72. ‘Пусть Р, — ближайшая к @, точка 

границы (С°. Можем считать, что 
значение случайной величины и(@,) приближенно равно 
и(0,) = 2 (Р,). Построив М№ траекторий такого типа, по- 
лучим значения O(Py,), ..., 8 (Ру), по которым оцени- 

вается искомое решение 

  

№ 
I 

и (Ро) = у м 8(Р,). 

Заметим, что сходимость по вероятности 

N р 

ТУ и (©, ) > и(Ро, (8) 
5=1 3 

когда М№М- со не вытекает из теоремы Хинчина (стр. 87), ибо в 
сумме (8) фигурируют М различных случайных величин, различаю- 
щихся правилами выбора 1, 1, ... Можно, однако воспользовать- 
ся другой формой закона больших чисел — теоремой Чебышева: 

Если величины Mi, ...,Т;,... Независимы и существуют 
=а; и О\; <С, то при М-— оо 

1 N 1 N p 

> Ns — ap is — 0. 
$=] 

My $ 

(Доказательство этой теоремы легко получить, применяя к величи- 
не (1/М№) (11-+...-- Пл) неравенство Чебышева, стр. 141),
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В нашем случае все Ми (Су) =и(Ро), а дисперсии Би (@,,) < 

<Ми? (Qy )<C®, rye C = sup |g(P)|. B camom mene, Kak известно 
РЕСь 

[88], максимум и минимум гармонической функции достигаются на 
границе области, так что |и(Р) |= С при всех РеС. 

Такой метод расчета и(Рь) считается более быстрым, 
чем метод п.5.5 гл.5,так как вдали от границы С° по- 
зволяет делать большие шаги (/,). Обычно рекомендуют 
выбирать максимально возможные радиусы [,. Впрочем, 
аккуратного численного сравнения этих методов автор 
не видел. 

Изложенный метод был предложен Дж. Брауном [6] и обос- 
нован М. Мюллером [162], который доказал, в частности, что ве- 
роятность того, что траектория Ро @-*...—>9,-—... никогда 

не попадет в 00, равна нулю. Дальнейшее развитие метода — ор- 

ганизация зависимых испытаний, решение уравнений более общего 
вида, использование вместо кругов других фигур (для которых из- 
вестны функции Грина) — имеются в работах [28, 30, 65]. 

$ 4. Вычисление винеровских интегралов 

Решения многих задач теории вероятностей, статисти- 
ческой и квантовой физики, теории дифференциальных 
уравнений могут быть выражены через так называемые 
коитипуальные иитегралы [16]. Вычисление континуаль- 
ных интегралов классическими методами весьма сложно, 
хотя некоторые «квадратурные» формулы для этого име- 
ются [12, 123]. Методы Монте-Карло для расчета таких 
интегралов были, по-видимому, впервые использованы в 
работе И. М. Гельфанда и Н. Н. Ченцова [15]. 

4.1. Винеровские интегралы. Чаще других встречают- 
ся континуальные интегралы по мере Винера, называе- 
мые обычно винеровскими интегралами: 

|Е [x] дух, (9) 

где С — пространство всех непрерывных на отрезке 
0=—{=—<{ функций х(1), удовлетворяющих начальному 
условию х(0)=0, а Е[х(1) |] — произвольный непрерыв- 
ный и ограниченный функционал, заданный на С. 

При определении меры Винера здесь, как и в [16], коэффи- 
циент диффузии ОР полагается равным 1/4: этого всегда можно до- 
биться изменением масштаба времени. Пусть х==ё([) — координата



288 НЕКОТОРЫЕ ДРУГИЕ ЗАДАЧИ гл 8 

частицы, совершающей броуновское движение вдоль оси Ох, начи- 
нающееся из точки &(0) =0. Если О=1/4, то плотность вероятно- 
стей &(1) равна 

py (x) = (по е- ON, 

Рассмотрим случайную траекторию х==(Ё) частицы, 
совершающей броуновское движение, с начальным усло- 
вием #(0) =0 (такую траекторию называют также вине- 
ровским процессом [71]). Тогда математическое ожида- 
ние случайной величины Ё[Е(Г)] равно интегралу - 

МЕРЕ (2) ] = | РЫ их. 

Отсюда вытекает простейший метод Монте-Карло для 
расчета интеграла (9) 

М 

[ F [x]dwx et SF [wh (10) 
G $=1 

где #1 (Г),... & м, (2) — независимые реализации бро- 
уновской траектории х==Е (ТР). 

4.2. Приближенное построение броуновских траекго- 
рий. Укажем два способа приближенной реализации 
таких траекторий. В обоих способах отрезок [0, Т] де- 
лится на п равных частей абсциссами 

0—А<и<Ь<... <&Ь=Т, (11) 

разыгрываются случайные значения траектории &(&), и 

  

Рис. 73. 

полученные точки (Ё, &(Ё)) на плоскости Ь х соединяют- 
ся отрезками прямых (рис. 73). Построенная ломаная 
и есть приближенная броуновская траектория.
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В приведеппых ниже расчетных формулах 61, 62, ;..— 
это независимые нормальные случайные величины с па- 
раметрами а=0 и o?=1. 

Первый способ оспован непосредственно на определе- 
пии броуновского движения: так как условное распреде- 
ление Ё(й) при известном значении Ё(1-,) нормально 
с параметрами @=8(:-1) и 02= (1/2) |&—#№-1|, то при 
ix1,2,...,n 

E (ti) = & (i) + V T/(2n) &. (12) 

Формула (12) с начальным условием &(0) =0 позволяет 
разыграть все зпачения &(f;). 

Второй способ [14, 48] основан на том, что если зна- 
чения Е(Г) и Е(Ё”) известны, то условное распределение 

] 
значения В (t’ +- "| также пормально с параметрами 

a= (1/2)[§(/) +8") ] и = (1/8) [Е]. 
Пусть п=2". Используя условие Е (0) =0, можио разыг- 

рать значение Ё(Т) = (0) + ИТ/&, (это фактически 

формула (12) при и=1), а затем разыгрывать остальные 
значения & (1:) в серединах отрезков: 

Е (7/2) = Е (0 + (TI EV TBs 

Е (Т/4) = = [8 (0) + Е(Т/2)1 + У 7/16 5; 

= 

E (37/4) =F 18 (7/2) + (TN + VT6 E43 

E (T/8) = + [8 (0) + 8 (T/A) + VT733 E,, 
\ 
e 

Численный пример [8]. Вычислить виперовский интег» 
рал, точное значение которого извесгно: 

1 
[x [P dyx = — 21 ИХ = -т, 

где 
1 

Пх [2 = [х2 (1) 4. 
0
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Случайные траектории будем строить вторым способом при 
n=4, Расчетные формулы: 

E(1) =0,70711%), 

Е (1/2) =0,5Е (1) --0,35355%, 

(1/4) =0,58 (1/2) 0,25%, 
E (3/4) =0,5[E (1/2) +E (1) ]-+0,2504 

Значение функционала ||х|? на ломаной вычисляется точно: на каж- 
дом отрезке можно воспользоваться формулой 

b 
b— 

fr@d =" PwO+O 1) +P):   

которая точна для функций [(Ё), линейных на [а, 8]. Получим рас- 
четную формулу 

| 1 
15? == т5 {52 (0) - 252 (1/4) -- 25? (1/2) +- 25° (3/4) -- 5? (1) 

-- 8 (0) 5 (1/4) +- 5 (1/4) 8 (1/2) - § (1/2) 8 (3/4) - 8 (3/4) 8 (1}. 

Результат расчета, выполненного в [8] при М№М=10, случайно 
оказался исключительно хорошим: 

10 

У ИыР= 0,2587. 
$=1 

В самом деле, так как 

20: = || 4d 1\2 —__ 

(1$) = ; |x *dyx — |=) = 33 16 = fe 

то при №==10 вероятная ошибка гь==0,675//120=0,062 (именно та- 
кой порядок имеет погрешность, если взять всего девять из сосчи- 
танных Десяти траекторий). Кроме статистической ошибки из-за ма- 
лого значения №, возможна еще ошибка от замены траекторий ло- 
маными, т. е. из-за малости п. 

4.3. Замена континуального интеграла многомерным. 
Фиксируем разбиение (11) отрезка [0, Т] и условимся 
каждую непрерывную кривую х(Г) заменять ломаной 

x(t), совпадающей с х(Г) во всех точках делепия: 

x(t) =x(t) =x, i=0,1,...,0. 

Значение функционала Ё[х] на таких ломаных можно
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рассматривать как функцию от п переменных: Е[х] = 
—Р(х1,..., Х,). Известно [16, 89], что 

^ 
п/2 с со 

\ Flaldwx = lim (7) JS . J F (%1, «005 Xn) 

exp |- ZY (x; — Xj—1) ‘| a . ах. 
i=] 

Поэтому для приближепного расчета интеграла (9) мож- 
но вычислять многомерные интегралы, стоящие справа, 
при достаточно больших 7. Можно, в частности, исполь- 
зовать методы Монте-Карло (гл. Зи 4). 

В статьях [194, 12$, №73, 128] методами Монте-Карло вычисля- 
ются континуальные интегралы, к которым сводятся некоторые за- 

дачи теории обыкновенных дифференциальных уравнений и, в част- 
ности, уравнения Шрёдингера (другие методы Монте-Карло для 
расчета уравнения Шрёдингера рассмотрены в работах [27, 119, 122, 
146, 150]).



ПРИЛОЖЕНИЯ 

Вспомогательное неравенство 

Пусть в области С задана неотрицательная функция р(Р) 29. 
Рассмотрим две произвольные функции и(Р) и о(Р), принадлежа- 
щие [2(С@; ©). Тода справедливо неравенство 

| uvp aP)'< §u2p dP S vp dP. (1) 
G G G 

Доказательство. Запишем очевидное неравенство 

| (Р)- о (Р)]?р(Р)аР> 0, 

где { — любое действительное число. Это неравенство можно перепи- 
сать в виде 

12 [и?оаР-- 3 [ иораР ++ | о?раР > 0. 
G G G 

Как известно, квадратный трехчлен АР--2ВЕС, где А>0, неотри- 
цателен при всех —с<о <[< со тогда и только тогда, когда В?Ф—АС = 0. 
А в нашем случае неравенство В?<АС совпадает с (1). 

Неравенство (1) представляет собой одну из известных форм ие- 
равенства Коши — Буняковского, называемого также неравенством 

варца. 

Таблицы 

Таблица 1 содержит некоторые значения интеграла вероятностей 
Ф(х), функции распределения а,(х) и функции распределения Кол- 
могорова K(x). Определения этих функций см. на стр. 88, 35 и 453. 

Таблица 2 содержит некоторые значения распределения x’. Оп- 
ределение величины 72 (т, Р) см. на стр. 33. 

Таблица 3 содержит некоторые значения распределения Стью- 
дента. Определение величины # ,всм. на стр. 90.
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Таблица 4 содержит 1000 случайных цифр, которые имигируют 

независимые значения случайной величины & (гл. 1, $ 1). 
Таблица 5 содержит 200 нормальных величин, которые имити- 

руют независимые значения нормальной (гауссовской) случанной ве- 
личины б с параметрами 

а=Мё==0, o?=—DC—1. 

Таблица 6 содержит числигели величин У), необходимых для 

pacueta точек Q; (стр 265). Знаменатели всех vi), paBHbl 2°, так что, 

например, V{9) — 433/512. 

Таблица 1 

Пекогорые значения интеграла вероятностей Ф(»х), Функции распре- 
Ae NCHA ay (x) и функции распределения Колмогорова К (Хх). 
  

  

Xx | (x) a a,y(r) | x | K(x) 

0,675 0,50 0,12 0,50 0,82 0,50 
0,842 0,60 0, 15 0,60 0,89 0,60 
1,036 0,70 0,18 0,70 0,97 0,70 
1,282 0,80 0,24 0,80 1,07 0,80 
1,645 0,90 0,35 0,99 1,22 0,90 

1,96 0,95 0,46 0,95 1,36 0,95 
2,58 0,99 0,74 0,99 1,63 0,99 
2,81 0, 995 0,87 (), 995 1,73 0,995 
3,29 0,999 1,17 0,999 1,95 0,999 
3,72 0,9998 1,49 0,9998 2,15 0,9998               
  

Таблица 2 

Значения 5? (т, Р) 

  

  

          
  

| р 0,95] 0,96] ото | 6,50 | 0,30 | 0,10 | 0,05 | 0,01 | 0,005 | 6,001 

В] 0,01] 0,10] 0,30 | 0,50 | 0,70 | 0,90 | 6,95 | 0,99 | 0,995 | 0,999 

»|0,02 10,2! 0,7] 4,41 2,41 4,6] 6,0} 9,2] 10,6 | 13,8 
3 | 0,42 10,6] 1,4 | 2,4 | 3,71 6,31 7,8 | 11,31 12,8 | 16,3 
410,30 |1,41 2,2 | 3,4 | 4,9 | 7,8 | 9,5 | 13,3 | 14,9 | 18,5 
5} 0,55 11,6] 3,0] 4,4] 6,1] 9,21) 11,1 | 15,41 | 16,7 | 20,5 
610,37 |2,2| 3,8 | 5,31 Т,2 | 10,6 | 12,6 | 16,8 | 18,5 | 22,5 
7124 |28| 47| 63| 84| 1270 | 141 | 485 | 20.2 | 24.3 
8 | 1,65 |3,5| 5,5| 7,31 9,5 | 13,4 | 15,5 | 20,4 | 22,01 26,1 
9 | 2,09 |4,2| 6,4 | 8,3 | 10,7 | 14,7 | 16,9 | 21,7 | 23,6 | 27,9 

10 | 2'56 [49| 73| 93| 1178 | 16.0 | 18,3 | 23,2 | 25,2 | 29:6                     
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Таблица 2 (продолжение) 

Р [0,99] 0,90 | 0,70 | 0,50 | 030 | 0,10 | 0,05 | 0,01 | 0,005] 0,0 

ГВ 0,01] 0,10 | 0,30 | 0,50 | 0,70 | 0,90 | 0,95 | 0,99 | 0,995 | 0,999 

12 3,6 | 6,3) 9,0 | 11,3 | 14,0 |] 18,5 | 21,0 |] 26,2 | 28,3 | 32,9 
14 4,7 | 7,8] 10,8 | 13,3 | 16,2 | 21,4 | 23,7 | 29,1 | 31,3 | 36,! 
16 5,8 | 9,3| 12,6 | 15,3 | 18,4 | 23,5 | 26,3 | 32,0 | 34,3 | 39,2 
18 7,0 10,9} 14,4 | 17,3 | 20,6 | 26,0 | 28,9 | 34,8 | 87,2 | 42,° 

20 8,3 {12,41 16,3 | 19,3 | 22,8 | 28,4 | 31,4 | 37,6 | 40,0 | 45,3 

25 | 14,5 [16,5) 20,9 | 24,3 | 28,2 | 34,4 | 37,7 | 44,3 | 46,9 | 52,6 
3 15,0 [20,6] 25,5 | 29,3 | 33,5 | 40,3 | 43,8 | 50,9 | 53,7 | 59,7 
35 | 18,5 [24,8] 30,2 | 34,3 | 38,9 | 46,4 | 49,8 157,3 | 60,3 | 66,6 
40 | 22,2 |29,1| 34,9 | 39,3 | 44,2 | 51,8 | 55,8 | 63,7 | 66,8 | 73,4 

45 | 25,9 133,3] 39,6 | 44,3 | 49,5 | 57,5 | 61,7 | 70,0 | 73,2 | 80,1 
00 | 29,7 (37,7) 44,3 | 49,3 | 54,7 | 63,2 | 67,5 | 76,2 | 79,5 | 86,7 
55 | 33,6 [42,11 49,4 | 54,3 | 60,0 | 68,8 | 73,3 | 82,3 | 85,7 | 93,2 
60 | 37,5 М6,5 53,8 1 59,3 | 65,2 | 74,4 | 79,4 | 88,4 | 92,0 | 99,6 

Таблица 3 
Значения Ёт, В 

0,50 0,70 | 0,90 | 0,95 0,99 | 0,995 | 0,999 
т 

2 0,817 1.34 | 2,92 | 4,30 | 9,92 | 14,091 31,60 
3 0,765 1,25 2,35 , 3,18 5,84 7,45 | 12,92 

4 0,741 1,19 | 2,13 | 2,78 | 4,60 5,60| 8,61 
5 0,727 1,16 2,02 2,57 4,03 4,77 6,87 
6 0,718 1,13 1,94 2,45 3,71 4 32 5,96 
7 0,711 1,12 1,90 2,36 3,50 4,03 5,41 

8 0,706 1,11 1,86 2,31 3,36 3,83 5,04 
9 0,703 1,10 1,83 2,26 3,25 3,69 4,78 

10 0,700 1,09 1,81 2,23 3,17 3,58 4,59 

12 0.696 1,08 | 1,78 | 2,18 3,06 | 3,43 | 4,32 
14 0,692 1,08 |} 1,76 | 2,14 2,98 | 3,33 | 4,14 
16 0,690 1,07 | 1,75 | 2,12 2,92 | 3,25 | 4,02 

18 0,688 1,07 | 1,73 | 2,10 2,88 | 3,20 | 3,92 
20 0,687 4,06 | 1,72 | 2,09 2,85 | 3,15 13,85 

25 0,684 1,06 | 1,71 | 2,06 | 2,79 | 3,08 | 3,73 
20 0,683 1,05 | 1,70 | 2,0% | 2,75 | 3,03 | 3,65 
50 0,679 1,05 | 1,68 | 2,01 | 2,68 | 2,94 | 3,50 

100 0,677 1,04 | 1,66 | 1,98 | 2,63 | 2,87] 3,39 
со 0,675 [1,04 | 1,65 [1,96 | 2,58 | 2,811 3,291         
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Таблица 4 

1000 случайных цифр 

86515 90795 66155 66434 56558 12332 
69186 03393 42502 99224 88955 53758 
41686 42163 85181 38967 33181 72664 
86522 47171 88059 89342 67248 09082 
72587 93000 89688 78416 27589 99528 

94377 57802 52452 42499 33346 83935 
91641 18867 76773 97526 27256 66447 
53807 00607 04825 82134 80317 75120 
12311 90316 87113 84778 45863 24520 
14480 50961 84754 57616 38132 64294 

79130 90410 45420 77757 75593 51435 
25731 37525 16287 66181 73244 61870 
45904 75601 70492 10274 23974 14783 
19976 04925 07824 76044 32373 05312 
15218 49286 89571 42903 59598 26774 

73189 64448 31276 70795 33071 96929 
28709 38238 76208 76575 53163 08481 
17932 66686 64254 57598 26623 91730 
94590 22561 70177 03569 21302 17381 
08749 43448 28484 16325 62766 31466 

91682 12904 29142 65877 64517 31466 
87653 98088 75162 97496 59297 79636 
79429 66186 59157 95114 16021 30890 
85444 39453 67981 49687 36801 38665 
85739 44326 91641 40837 93030 03675 

02555 52905 84637 76154 14150 07876 
74364 16796 59575 32764 91090 66515 
21656 93662 81305 58846 69558 41675 
50055 11244 29835 0801 23472 22700 
18788 91332 82795 54313 39072 16809 

41899 69207 66785 87225 
05498 51512 16107 52141 
88898 23775 30649 86545 
39976 21279 36694 85970 
22148 60102 18465 87650 

=— 
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Таблица 5 

200 нормальных величин 

  

  

0,201 1,192 —0,008 0,035 1,042 — 1,814 
1,161 —0,669 — 1,589 0,582 1,882 0,739 
0,586 — 0,925 0,090 1,507 —1,115 0,278 
0,143 —0,286 1,281 0,404 0,638 —0.443 
0,952 — 1,771 2,885 0,469 1,466 1,685 

1,180 0,003 —0,586 0,857 —0,556 0,812 
—0,274 1,083 1,157 0,999 —0,103 0,541 

0,101 — 1,357 —0,443 —0,556 —0,510 —1,193 
—2,301 —0,645 —0,392 1,798 0,614 — 1,360 
—0,969 —0,083 0,832 0,427 —0,889 0,417 

—0,268 — 1,250 —1,213 1,388 0,978 — 0,763 
—0,602 0,009 0,212 — 1,465 0,408 0,117 
—0,057 —0,506 —0,156 — 1,238 0,251 0,145 

1,494 —0,441 —0,203 —0,132 —0,616 — 1,660 
—0,851 1,105 1,224 —0,700 2,196 0,837 

0,896 0,515 —0,717 0,856 — 1,163 1,889 
0,138 0,215 0,247 1,222 —0,533 0,677 

—0,107 1,516 —0,115 1,717 —0,425 —0,43. 
0,650 — 1,139 —0,079 0,072 —2,140 —0,511 
0,833 0,084 0,557 —0,847 0,C06 —0,227 

0,595 —0,957 —0,453 1,714 0,117 —0,301 
0,888 1,440 —0,167 1,989 1,291 1,143 
1,360 0,626 0,777 —0,471 —1,877 —0,332 
0,396 0,317 1,306 1,775 —0,783 1,14] 
1,400 —0,541 —0,351 0,096 —1,298 —0,209 

—0,865 —0,276 0,610 0,214 —1,765 0,537 
0,141 1,110 1,057 0,086 —0,520 0,119 

—0,455 0,541 —0,793 1,405 1,573 0,061 
—1,232 — 1,550 0,709 —0,878 —0,447 — 1,697 

1,499 —0,843 0,419 —1,102 —0,397 0,276 

1,225 1,224 1,399 0,218 
0,418 — 1,338 —1,170 —1,514 
2,855 (0,188 —0,084 0,766 
1,702 —0,054 0,750 0,389 

—0,821 —2,101 0,376 0,580 
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Правило «трех сигм» 88 
Преобразование плотности 58 
Простейший метод Монте-Кар- 

ло 93 

— — — — с поправочным мпожи- 
телем 153 

Проверка интервалов 37 
— комбинаций 37 
— пар 37 
— псевдослучайных 

274 
— серий 37 
— частот 37 
Псевдослучайные числа 17 

чисел 40, 

Равномерно распределениая 
последовательность 259 

Разыгрывание случайной величи- 
ны 44 

Распределение допустимое 196 
— длины свободного  пробсга 

221 
— Колмогорова 43 
— равномерное в 

пирамиде 85 
— — в многомерном параллелс- 

пипеде 54 
— — — — симплексе 85 
— — в шаре 58, 81 
— — на поверхности многомер- 

ной сферы 85 
Рассеяние частиц 182 
Расщепление траектории 239 
Ряд Неймана 171 

многомериой 

Сечение взаимодействия 99] 
Символ Кронекера бу 167 
Симметризация 116, 159 
Система массового обслужива- 

ния 215 
Систематическая выборка 240 
Случайная интерполяциопная 

квадватурная формула 146 
— квадратурная формула 143 
— траектория Т}; 
— — Го 174 
— — ветвящаяся 213 

— — —, лексикографический об- 
ход 214 

———, обход по поколениям 
214 

— — с поглощением 168 
Случайная цепь 195 
— цифра 10
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Случайное направление 59 
— событие 46 
— число 10 
Случайный 

239 
— поиск 281 
— поток заявок 216 
Случайных цифр таблица 13, 131, 

295 
— чисел датчик 15 
Сопряженное уравнение 179 
Суперпоезиции метод 64 
Существенная выборка 108 
Сходимость по вероятности 34 
Счет по поколениям 214 

обрыв траектории 

Таблица случайных цифр 13, 131, 
295 

Теорема Колмогорова 43 
— Мизеса — Смирнова 34 
— Пирсона 30 
— Фишера 90 
— Хинчина 87 
— Чебышева 286 
Точность метода 

96 
Траектории броуповские 288 
— ветвящиеся 213 _ 

— с поглощением Ту 168 
—T; 163 
— Го 174 
Трудоемкость алгоритма Монте- 

Карло 99 

Монте-Карло 

Уравнение дифференциальное 
Лапласа 201, 284 

— — Пуассона 201 
— -— теплопроводности 209 
— интегральное неодноролное 171 
— — однородное 185 
— — Пайерлса 189, 252 
— мажорантное 177 
— моноциклическое 98 
— сопряженное 179 
— теории рассеяния 182 
— Шредингера 291 
Уровень значимости 31 

Функции от большого числа пе- 
ременных 134, 206, 279 

Нелая часть Ц(х) числах 19 

Эмпирическая оценка дисперсии 
89 

— функция распределения 34 
Эффективное сечение взаимодей- 

ствия 221 
Эффективность метода Неймана 

77 
— отбора 74 
Эффективный коэффициент раз- 

множения нейтронов 214 

Ядро столкновений 182, 222 
— интегрального уравнения 171



Илья Меерович Соболь 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 

МОНТЕ-КАРЛО 

М., 1973 г., 312 стр. с илл. 

Редактор Г. Я Пирогова 

Техн редактор Е Н Земская 

Корректор В. П. Сорокина 

  

Сдано в набор 13/УП 1973 г. Подписано к печати 

17/ХИ 1973 г. Бумага 84Х 108/52. Физ. печ. л. 9,75. 

Условн. печ. л. 165,38. Уч.-изд. л. 16,08 Тираж 

22 000 экз. Т-19945. Цена книги 1 р. 22 к. 

Заказ № 132 

  

Издательство «Наука» 

Главная редакция 

физико-матемагической литературы 

117071, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15 

  

4-я типография изд ва «Наука». 

Новосибирск, 77, Станиславского, 25,


	обложка
	титул
	Оглавление.
	Предисловие.
	Введение.
	Глава 1. Получение случайных величин на ЭВМ.
	Глава 2. Преобразования случайных величин.
	Глава 3. Вычисление интегралов.
	Глава 4. Вычисление интегралов (сложные оценки).
	Глава 5. Решение линейных уравнений.
	Глава 6. Моделирование естественных процессов.
	Глава 7. Неслучайные точки в алгоритмах Монте-Карло.
	Глава 8. Некоторые другие задачи.
	Приложения.
	Литература.
	Указатель.

